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Mở đầu

Các đa tạp đại số là đối tượng nghiên cứu chính trong Hình học đại số. Bên cạnh

các phương pháp của Hình học đại số và Giải tích cổ điển như dựa vào phương

trình xác định, các phương pháp của Hình học đại số hiện đại mang đến nhiều cách

tiếp cận hiệu quả hơn. Một trong các cách tiếp cận hiện đại đó là dựa vào lý thuyết

giao. Lý thuyết giao của đa tạp đại số được các nhà Toán học xây dựng một cách

hệ thống và trình bày nhiều ứng dụng vào việc nghiên cứu các bất biến của các đa

tạp đại số. Ví dụ điển hình nhất trong phương pháp tiếp cận này là nghiên cứu các

số giao trên đa tạp Grassmann. Cách tiếp cận này đã được nhiều nhà Toán học

quan tâm và gần đây đã đem đến nhiều kết quả thú vị.

Các nghiên cứu liên quan đến đa tạp Grassmann được bắt đầu từ thế kỷ 19 với

tên tuổi của nhiều nhà Toán học như Schubert, Grassmann. Cùng với sự phát triển

của Hình học đại số hiện đại, việc tính toán số giao trên đa tạp Grassmann được

xem xét lại theo hướng sử dụng kỹ thuật địa phương hóa trong lý thuyết giao đẳng

biến. Kỹ thuật địa phương hóa là một công cụ mạnh được sử dụng trong nhiều lĩnh

vực nghiên cứu khác nhau như Hình học đại số, Tôpô đại số, Hình học symplectic,

Tổ hợp đại số và Lý thuyết kỳ dị. Kỹ thuật địa phương hóa đã được nghiên cứu bởi

nhiều nhà toán học nổi tiếng như Borel [9], Atiyah-Bott [6] và Berline-Vergne [7]...

Gần đây, bằng cách sử dụng một biến thể của đa thức nội suy cho các đa thức đối

xứng bậc bị chặn, Hiep [33] đã chỉ ra các đồng nhất thức liên quan đến các đa thức

đối xứng. Từ đó, một cách khác để xử lý các số giao trên đa tạp Grassmann được

đưa ra. Kết quả này cung cấp công cụ cho việc lập trình tính toán hình thức, cơ

sở để thiết lập những công thức mới liên quan đến những bất biến của đa tạp đại

số. Trong phạm vi của luận án, chúng tôi sử dụng các kết quả này để nghiên cứu

một số nội dung liên quan đến các bất biến của một đa tạp xạ ảnh cụ thể gồm bậc

và giống của đa tạp Fano, đặc trưng Euler của phân thớ Tango và bậc đại số trong

quy hoạch nửa xác định. Chúng tôi đánh giá các nghiên cứu trên có ý nghĩa khoa

học và thực tiễn. Công việc này hứa hẹn sẽ mang lại một số kết quả tốt và sẽ thu

hút sự quan tâm của nhiều nhà Toán học trên thế giới.

Các nghiên cứu liên quan đến đa tạp Fano được bắt đầu từ cách đây hơn 40 năm

với các kết quả của Altman-Kleiman [4], Barth-Van de Ven [7], Debarre-Manivel

[16], Langer [38], Markushevich [40], Tennison [51], cũng như những kết quả mới
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gần đây của Hiep [31]. Kế thừa các kết quả trên, mục tiêu nghiên cứu đầu tiên của

chúng tôi trong luận án này, đó là nghiên cứu về bậc và giống của đa tạp Fano, bởi

những thông tin về các bất biến này cung cấp các ứng dụng quan trọng trong việc

phân loại các lớp đa tạp này.

Bậc của đa tạp đại số phụ thuộc vào phép nhúng của nó vào một không gian xạ

ảnh. Bậc của đa tạp xạ ảnh phức X là số giao điểm của X với một đa tạp tuyến

tính tổng quát có đối chiều bằng số chiều của X. Nếu đa tạp xạ ảnh được cho bởi

phương trình đa thức thì bậc của nó có thể được tính bằng kỹ thuật cơ sở Gröbner.

Tuy nhiên, trong nhiều trường hợp việc xác định phương trình định nghĩa một đa

tạp xạ ảnh là cực kỳ khó khăn. Khi đó, bậc có thể được tính bằng các công cụ của

lý thuyết giao được phát triển bởi William Fulton từ những năm đầu thập niên

1980. Một ví dụ điển hình cho trường hợp này là đa tạp Fano của các không gian

con tuyến tính trên các siêu mặt xạ ảnh hoặc giao đầy đủ xạ ảnh. Các đa tạp Fano

này là đa tạp con của đa tạp Grassmann. Thông qua phép nhúng Plücker thì chúng

có cấu trúc của một đa tạp xạ ảnh. Bằng ngôn ngữ của lý thuyết giao, bậc của đa

tạp Fano có thể biểu diễn như là một số giao của các lớp đặc trưng trên đa tạp

Grassmann [22, Ví dụ 14.7.13]. Trên cơ sở đó, các công thức tường minh về bậc của

đa tạp Fano cũng được chỉ ra bởi Debarre - Manivel [16, Định lý 2.1] và Hiep [33,

Định lý 1.1]. Tiếp tục hướng nghiên cứu này, bằng cách sử dụng phương pháp xử

lý số giao của các lớp đặc trưng trên đa tạp Grassmann được khám phá bởi Hiep

[33], chúng tôi đã thiết lập một đặc trưng tổ hợp cho bậc của đa tạp Fano của các

không gian con tuyến tính trên một giao đầy đủ tổng quát thông qua hệ số của một

đơn thức đặc biệt trong khai triển của một đa thức đối xứng, xem Định lý 2.5.3.

Đặc biệt, trong trường hợp chiều của đa tạp Fano bằng 1, chúng tôi đã chỉ ra công

thức liên hệ giữa giống và bậc, xem Định lý 2.6.1.

Quan tâm tiếp theo của chúng tôi trong luận án này là áp dụng các kỹ thuật

tính toán của lý thuyết giao trên không gian xạ ảnh để thiết lập một công thức cho

đặc trưng Euler của phân thớ Tango.

Không gian xạ ảnh là trường hợp đặc biệt của đa tạp Grassmann. Phân thớ

vectơ trên không gian xạ ảnh thu hút được nhiều sự quan tâm của các nhà Toán

học trên thế giới. Một phân thớ vectơ được gọi là không phân tách được nếu nó

không thể phân tích thành tổng trực tiếp của các phân thớ vectơ có hạng nhỏ hơn.

Xây dựng các phân thớ vectơ không phân tách được trên không gian xạ ảnh là một

vấn đề khó trong Hình học đại số. Hartshorne [26] đã khẳng định rằng chúng ta
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không thể xây dựng được các phân thớ vectơ không phân tách được trong trường

hợp số chiều lớn và số hạng nhỏ. Cụ thể hơn, Hartshorne đã chỉ ra rằng mọi phân

thớ vectơ hạng 2 trên không gian xạ ảnh Pn với n ≥ 7 đều tách được thành tổng

trực tiếp của các phân thớ đường thẳng. Năm 1976, Tango [51] đã chỉ ra một ví dụ

thú vị về một phân thớ vectơ không phân tách được hạng n − 1 trên không gian

xạ ảnh Pn và được gọi là phân thớ Tango. Theo Định lý Hirzebruch-Riemann-Roch

[22], đặc trưng Euler của phân thớ Tango có thể được xác định thông qua đặc trưng

Chern và lớp Todd của phân thớ vectơ. Đặc biệt, trên không gian xạ ảnh, đặc trưng

Chern và lớp Todd của phân thớ vectơ khá đơn giản. Với cách tiếp cận này, chúng

tôi tính được đặc trưng Chern của phân thớ vectơ Tango trên không gian xạ ảnh

(xem Mệnh đề 3.3.2) và lớp Todd của phân thớ tiếp xúc trên không gian xạ ảnh

(xem Mệnh đề 3.4.1). Từ đó, chúng tôi chỉ ra được kết quả cho đặc trưng Euler của

phân thớ Tango trên không gian xạ ảnh n - chiều (xem Định lý 3.5.2).

Quy hoạch nửa xác định là một bài toán quan trọng của Quy hoạch toán học

bắt đầu từ năm 1990. Bài toán này có ứng dụng rất đa dạng trong Tối ưu lồi, Lý

thuyết điều khiển và Tối ưu hóa tổ hợp. Quan tâm cuối cùng của chúng tôi trong

luận án là xác định một đặc trưng cho bậc đại số trong quy hoạch nửa xác định.

Quy hoạch nửa xác định là bài toán có dạng:

min
X∈Sn

C •X với ràng buộc Ai •X = bi,∀i = 1, . . . ,m và X ⪰ 0,

trong đó C,A1, . . . , Am ∈ QSn, b1, . . . , bm ∈ Q và

C •X := Trace(C ·X) =
∑

cijxij .

Chúng ta biết rằng các tọa độ của ma trận tối ưu là các nghiệm của các đa thức

một biến. Nếu các dữ liệu là tổng quát thì bậc của các đa thức này chỉ phụ thuộc

vào hạng r của ma trận tối ưu và bậc này được gọi là bậc đại số trong quy hoạch

nửa xác định, ký hiệu là δ(m,n, r). Chú ý rằng bậc đại số δ(m,n, r) trong quy hoạch

nửa xác định chỉ được định nghĩa tốt nếu bộ ba (m,n, r) thỏa mãn bất đẳng thức

Pataki [44, Mệnh đề 5], tức là(
n− r + 1

2

)
≤ m ≤

(
n+ 1

2

)
−
(
r + 1

2

)
.

Trong [44], Nie, Ranestad và Sturmfels đã giới thiệu và chỉ ra rằng bậc đại số

δ(m,n, r) trong quy hoạch nửa xác định bằng với bậc của một đa tạp đối ngẫu

[44, Định lý 13] bằng phương pháp hình học đại số phức. Đặc biệt, một trong các
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kết quả chính của họ là chỉ ra nhiều công thức cho bậc đại số δ(m,n, r) trong quy

hoạch nửa xác định với các giá trị m,n, r đặc biệt [44, Định lý 11] bằng cách tính

các số Euler của đa tạp trơn, bậc của đa tạp định thức... Sau đó, bằng ngôn ngữ

của lý thuyết giao, von Bothmer và Ranestad đã chỉ ra bậc đại số δ(m,n, r) trong

quy hoạch nửa xác định có thể được tính toán như một số giao của lớp Segre của

lũy thừa đối xứng thứ hai của phân thớ phổ dụng trên đa tạp Grassmann G(k, n)

[11, Mệnh đề 4.1]. Đồng thời, họ cũng đưa ra một công thức tường minh để tính

bậc đại số δ(m,n, r) trong quy hoạch nửa xác định dưới dạng tổng của các hàm

giá trị nguyên theo các dãy con của tập {1, . . . , n} [11, Định lý 1.1]. Gần đây, sử

dụng kỹ thuật địa phương hóa trong lý thuyết giao đẳng biến, Hiep [30, Định lý 1]

cũng đã đề xuất một công thức tính bậc đại số dưới dạng tổng của các hàm phân

thức đối xứng. Dựa vào các kết quả liên quan đến đồng nhất thức trên đa thức đối

xứng kép được đưa ra bởi Hiep [33], chúng tôi chỉ ra một đặc trưng tổ hợp cho bậc

đại số δ(m,n, r) trong quy hoạch nửa xác định dưới dạng hệ số của một đơn thức

đặc biệt trong khai triển của một đa thức đối xứng kép (xem Định lý 4.6.1). Kết

quả của định lý này cung cấp một phương pháp tổ hợp để tính bậc đại số trong

quy hoạch nửa xác định. Như một cách áp dụng, chúng tôi sử dụng đặc trưng này

chứng minh lại các kết quả của Nie - Ranestad - Sturmfels theo một cách đơn giản

hơn. Hơn nữa, chúng tôi còn chỉ ra nhiều kết quả liên quan đến các đa thức Schur,

đa thức đối xứng sơ cấp và đa thức đối xứng thuần nhất đầy đủ (xem Mệnh đề

4.7.1 và Mệnh đề 4.7.2). Những kết quả này đóng góp thêm nhiều điều thú vị liên

quan đến các lớp đa thức đối xứng cơ bản này. Bên cạnh đó, chúng tôi cũng cung

cấp thêm một cách chứng minh độc lập cho Định lý 4.5.1 trong [33] từ cảm hứng

của Don Zagier trong [25, Mệnh đề A.1].

Ngoài phần Mở đầu, Kết luận và Tài liệu tham khảo, nội dung chính của Luận

án được trình bày trong bốn chương.

Chương 1: Kiến thức chuẩn bị. Trong chương này, chúng tôi trình bày các

định nghĩa và kết quả cơ bản, mang tính chất chuẩn bị cho các lập luận ở các phần

sau của Luận án, gồm các kiến thức cơ sở của Hình học đại số, cơ sở của lý thuyết

giao, phép tính Schubert, đa thức đối xứng và lý thuyết giao đẳng biến.

Chương 2: Bậc của đa tạp Fano. Trong chương này, chúng tôi trình bày chi

tiết kết quả của hai bài báo [36] và [34]. Cụ thể hơn, chúng tôi đưa ra một đặc

trưng tổ hợp cho bậc của đa tạp Fano của các không gian con tuyến tính trên một

giao đầy đủ trong không gian xạ ảnh phức dưới dạng hệ số đặc biệt của một đa
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thức đối xứng. Đồng thời, chúng tôi thiết lập một công thức liên hệ giữa bậc và

giống của đa tạp Fano trong trường hợp chiều của đa tạp Fano bằng 1.

Chương 3: Đặc trưng Euler của phân thớ Tango. Trong chương này, chúng

tôi trình bày chi tiết các kết quả chính trong bài báo [14]. Cụ thể hơn, chúng tôi

đưa ra một công thức cho đặc trưng Euler của phân thớ Tango.

Chương 4: Bậc đại số trong quy hoạch nửa xác định. Trong chương này,

chúng tôi trình bày chi tiết các kết quả chính trong bài báo [37]. Cụ thể hơn, chúng

tôi đưa ra một đặc trưng tổ hợp cho bậc đại số trong quy hoạch nửa xác định. Sau

đó, sử dụng đặc trưng này kết hợp với các kết quả của các lớp đa thức đối xứng

được tìm thấy, chúng tôi chứng minh lại các kết quả của Nie, Ranestad và Sturmfels

[44] bằng phương pháp đơn giản hơn.

Mặc dù bản thân đã nỗ lực và rất cố gắng để thực hiện luận án tốt nhất, nhưng

do điều kiện thời gian có hạn, trình độ kiến thức và kinh nghiệm nghiên cứu còn

hạn chế nên luận án khó tránh khỏi những thiếu sót. Tác giả rất mong nhận được

những góp ý của quý Thầy cô giáo và bạn đọc để luận án được hoàn thiện hơn.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này, chúng tôi trình bày các định nghĩa và kết quả cơ bản, mang

tính chất chuẩn bị cho các lập luận ở các phần sau của luận án, gồm các kiến thức

cơ sở của Hình học đại số, cơ sở của lý thuyết giao, phép tính Schubert, đa thức

đối xứng và lý thuyết giao đẳng biến.

1.1 Cơ sở của Hình học đại số

1.1.1 Đa tạp xạ ảnh

Định nghĩa 1.1.1 ([48, Chương 3]). Không gian xạ ảnh n chiều trên C, ký hiệu là

Pn(C) hoặc đơn giản là Pn, là tập tất cả các không gian con một chiều của không

gian vec tơ Cn+1.

Không gian xạ ảnh Pn còn được hiểu như là tập thương

Pn =
Cn+1 \ {0}

∼

trong đó ∼ là quan hệ tương đương được định nghĩa như sau:

x ∼ y nếu và chỉ nếu y = λx với λ ∈ C \ {0}.

Mỗi phần tử trong không gian xạ ảnh Pn được gọi là một điểm trong không gian xạ

ảnh Pn. Một điểm p trong không gian xạ ảnh Pn được xem như là một lớp tương

đương

[(x0, . . . , xn)] = {(λx0, . . . , λxn)|λ ∈ C \ {0} và có ít nhất một xi ̸= 0}.

6



Các thành phần x0, . . . , xn được gọi là các tọa độ thuần nhất hay tọa độ xạ ảnh

của điểm p và người ta thường ký hiệu tọa độ của điểm p trong không gian xạ ảnh

Pn là

p = [x0 : . . . : xn].

Với mỗi i ∈ {0, 1, . . . , n}, định nghĩa

Ui := {[x0 : . . . : xn] ∈ Pn : xi ̸= 0}.

Khi đó, định nghĩa các tập Ui này là hợp lý. Thật vậy, giả sử [y0 : . . . : yn] là một

đại diện khác trong lớp tương đương [x0 : . . . : xn]. Khi đó tồn tại λ ∈ C \ {0} sao

cho yj = λxj với mọi 0 ≤ j ≤ n. Vì xi ̸= 0 nên yi = λxi ̸= 0. Các tập Ui này gọi là

các phủ mở của không gian xạ ảnh Pn.

Định nghĩa 1.1.2. Cho V là một không gian vectơ n+1 chiều trên trường số phức

C. Không gian xạ ảnh n chiều trên V , ký hiệu là Pn(V ) hoặc đơn giản là P(V ), là

tập hợp các không gian con một chiều của không gian vectơ V , tức là

P(V ) = {W ⊂ V | dimW = 1}.

Định nghĩa 1.1.3 ([48, Chương 3]). Cho d là một số nguyên dương. Đa thức

f ∈ C[x0, . . . , xn] được gọi là đa thức thuần nhất bậc d nếu mọi đơn thức của f đều

có bậc bằng d.

Định nghĩa 1.1.4 ([48, Chương 3]). Cho f1, . . . , fk ∈ C[x0, . . . , xn] là các đa thức

thuần nhất. Tập hợp

Z(f1, . . . , fk) := {[x0 : · · · : xn] ∈ Pn | fi(x0, . . . , xn) = 0,∀i = 1, k} ⊆ Pn

gọi là tập đại số xạ ảnh xác định bởi f1, . . . , fk.

Định nghĩa 1.1.5 ([48, Chương 3]). Một tập đại số xạ ảnh X ⊆ Pn được gọi là

khả quy nếu X có thể được biểu diễn thành một hợp của hai tập đại số xạ ảnh

X = X1 ∪X2, X1, X2 ⊊ X.

Ngược lại, ta nói X là bất khả quy nếu X không có biểu diễn như vậy. Một đa tạp

xạ ảnh là một tập đại số xạ ảnh bất khả quy.

Ví dụ 1.1.1. Cho đa thức thuần nhất bậc một

f(x0, . . . , xn) = c0x0 + c1x1 + . . .+ cnxn
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Khi đó, đa tạp xạ ảnh Z(f) gọi là siêu phẳng. Khi n = 2 ta gọi Z(f) là đường thẳng.

Khi n = 3 ta gọi Z(f) là mặt phẳng. Các đa tạp xạ ảnh được xác định bởi các đa

thức thuần nhất bậc một gọi là đa tạp tuyến tính.

Ví dụ 1.1.2. Cho f ∈ C[x0, . . . , xn] là một đa thức thuần nhất bậc d. Khi đó

Z(f) = {(x0 : . . . : xn) ∈ Pn | f(x0, . . . , xn) = 0}

gọi là một siêu mặt bậc d xác định bởi f .

Định nghĩa 1.1.6 ([48, Chương 3]). Cho X ̸= ∅ là một đa tạp xạ ảnh trong không

gian xạ ảnh Pn. Iđêan thuần nhất của đa tạp xạ ảnh X, ký hiệu là I(X), là tập hợp

được định nghĩa

I(X) := {f ∈ C[x0, . . . , xn] | f là thuần nhất và f(p) = 0,∀p ∈ X}.

Quy ước I(∅) = ⟨x0, . . . , xn⟩.
Chúng ta dễ dàng kiểm tra được I(X) là một iđêan trong vành đa thức C[x0, . . . , xn].

Khi đó, vành thương

S(X) := C[x0, . . . , xn]/I(X)

là một vành phân bậc và được gọi là vành tọa độ thuần nhất của đa tạp xạ ảnh X.

Thành phần thuần nhất bậc d của S(X), ký hiệu là S(X)d, là tập hợp được định

nghĩa bởi

S(X)d := {f | f là đa thức thuần nhất bậc d và f ∈ S(X)}.

Định nghĩa 1.1.7 ([48, Chương 3]). Cho X là một đa tạp xạ ảnh và I là một

iđêan thuần nhất của vành tọa độ thuần nhất S(X). Khi đó ta định nghĩa tập hợp

ZX(I) := {p ∈ X | f(p) = 0 với mọi f ∈ I}.

Mỗi tập con của X có dạng ZX(I) với I là một iđêan thuần nhất của vành tọa độ

thuần nhất S(X) được gọi là một đa tạp xạ ảnh con của X.

Định nghĩa 1.1.8 ([48, Chương 3]). Cho X ̸= ∅ là một đa tạp xạ ảnh trong không

gian xạ ảnh Pn. Trường các hàm hữu tỉ của X, ký hiệu là K(X), là tập hợp được

định nghĩa bởi

K(X) :=

{
f

g
| f, g ∈ S(X)d và g ̸= 0

}
.
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Với mọi p ∈ X, vành địa phương của X tại p, ký hiệu là OX,p, được định nghĩa bởi

OX,p :=

{
f

g
∈ K(X) | g(p) ̸= 0

}
Nếu U ⊂ X là một đa tạp con của X và p ∈ X thì

OX,U :=
⋂
p∈U

OX,p.

Định nghĩa 1.1.9 ([5, Mục 4]). Cho p = (p1, . . . , pn) ∈ Cn và F ∈ C[x1, . . . , xn].
Ta định nghĩa đạo hàm của F tại điểm p, ký hiệu là dpF , là phần tuyến tính trong

khai triển Taylor của F tại p.

Cụ thể, giả sử F được viết dưới dạng

F (x) = F (p) + L(x1 − p1, x2 − p2, . . . , xn − pn) +G(x1 − p1, x2 − p2, . . . , xn − pn),

trong đó L là phần tuyến tính và G là đa thức không chứa nhân tử tuyến tính hay

hằng. Khi đó, đạo hàm của F tại p là L(x− p) được xác định bởi

L(x− p) = dpF (x− p) =

n∑
j=1

∂F

∂xj
(p)(xj − pj).

Định nghĩa 1.1.10 ([5, Mục 4]). Cho X ⊆ Pn là một đa tạp xạ ảnh và p ∈ X.

i. Không gian tiếp xúc của X tại một điểm p ∈ X, ký hiệu là TpX, là đa tạp xạ

ảnh xác định bởi các phương trình

n∑
j=1

∂F

∂xj
(p)(xj − pj) = 0 với mọi F ∈ I(X).

ii. Không gian tiếp xúc của X, ký hiệu là TX , là tập hợp

TX = {(p, y) | y ∈ TpX} ⊆ X × Pn.

Chú ý rằng không gian tiếp xúc của đa tạp xạ ảnh X tại p không phụ thuộc vào

các phương trình xác định của đa tạp xạ ảnh X.

Định nghĩa 1.1.11. Một đa tạp xạ ảnh X được gọi là trơn tại điểm p ∈ X nếu

không gian tiếp xúc TpX của X tại p có chiều bằng dimX. Đa tạp X là trơn nếu

nó trơn tại mọi điểm p ∈ X.
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Định nghĩa 1.1.12 ([48, Mục 5.5]). Cho X ⊆ Pn là một đa tạp xạ ảnh. Bậc của

đa tạp xạ ảnh X, ký hiệu là degX, là số giao điểm hữu hạn lớn nhất của X và một

đa tạp tuyến tính tổng quát trong Pn có đối chiều bằng số chiều của X.

Ví dụ 1.1.3. Trong không gian xạ ảnh P2, xét đa tạp X xác định bởi đa thức

thuần nhất yz− x2. Khi đó X có thể xem như một đường parabol trong C2. Do đó

số giao điểm của X với một đường thẳng nhiều nhất là 2 hay degX = 2.

Việc tính toán bậc của một đa tạp xạ ảnh theo định nghĩa tương đối khó. Một

cách đại số, chúng ta có thể tính toán bậc của một đa tạp xạ ảnh thông qua việc

tính bậc của đa thức Hilbert của đa tạp xạ ảnh đó.

Với mọi số nguyên t, ký hiệu

C[x0, . . . , xn]t = {f ∈ C[x0, . . . , xn] | f là đa thức thuần nhất bậc t } ∪ {0}.

Khi đó C[x0, . . . , xn]t là không gian vectơ có chiều
(
n+t
t

)
.

Cho X là một đa tạp xạ ảnh và I(X) là iđêan thuần nhất trên X. Ký hiệu

I(X)t = I(X) ∩C[x0, . . . , xn]t.

Khi đó I(X)t là không gian vectơ con hữu hạn chiều của không gian C[x0, . . . , xn]t.

Định nghĩa 1.1.13 ([5, Mục 6]). Cho X ⊆ Pn là một đa tạp xạ ảnh. Hàm Hilbert

của đa tạp xạ ảnh X, ký hiệu là HFX(t), được định nghĩa bởi:

HFX : N −→ N
t 7−→ dimC[x0, . . . , xn]t/I(X)t.

Với mọi t đủ lớn, hàm Hilbert của đa tạp xạ ảnh X xác định một đa thức

HPX(t) = a0t
d + a1t

d−1 + · · ·+ ad,

gọi là đa thức Hilbert của đa tạp xạ ảnh X.

Định nghĩa 1.1.14 ([5, Mục 6]). Cho X ⊆ Pn là đa tạp xạ ảnh.

i. Chiều của đa tạp xạ ảnh X, ký hiệu là dim(X), bằng bậc của đa thức HPX(t).

ii. Bậc của đa tạp xạ ảnh X, ký hiệu là deg(X), bằng tích của dim(X)! và hệ số

dẫn đầu của đa thức Hilbert HPX(t).

Ví dụ 1.1.4.
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i. Nếu X = Pn thì HPPn(t) =
(
t+n
n

)
. Do đó dimPn = n và deg(Pn) = 1.

ii. Nếu X ⊆ Pn là một siêu mặt với I(X) = ⟨F ⟩, F ∈ C[x0, . . . , xn]d là một đa

thức thuần nhất bậc d. Khi đó

HPX(t) =

(
t+ n

n

)
−
(
t− d+ n

n

)
.

Do đó dimX = n− 1 và degX = d.

Định nghĩa 1.1.15 ([5, Mục 6]). Giống của một đa tạp xạ ảnh X, ký hiệu là g(X),

được định nghĩa bởi

g(X) := (−1)dim(X)(HPX(0)− 1).

Ví dụ 1.1.5. Cho X ⊆ P2 là đường cong phẳng bậc d. Khi đó, chúng ta có:

HPX(t) =

(
t+ 2

2

)
−
(
t− d+ 2

2

)
= dt+ [1− (d− 1)(d− 2)

2
].

Suy ra dimX = 1. Do đó

g(X) = −[1− (d− 1)(d− 2)

2
− 1] =

(d− 1)(d− 2)

2
.

1.1.2 Đa tạp Grassmann

Định nghĩa 1.1.16. ([20, Chương 3].) Cho V là một không gian vectơ n chiều

trên trường C và k là các số nguyên dương sao cho 1 ≤ k ≤ n. Đa tạp Grassmann

G(k, V ) là tập hợp gồm tất cả các không gian vectơ con k chiều của không gian

vectơ V , tức là

G(k, V ) = {W ⊂ V | dim(W ) = k}.

Đặc biệt, G(1,Cn+1) = Pn. Như vậy, chúng ta có thể nói rằng khái niệm đa tạp

Grassmann là một sự tổng quát của không gian xạ ảnh.

Vì một không gian con vectơ k chiều của không gian vectơ n chiều V được xem

như là một không gian con tuyến tính k−1 chiều của không gian xạ ảnh P(V ) ∼= Pn−1

nên đa tạp Grassmann G(k, V ) có thể xem như là tập tất cả các không gian con

k − 1 chiều của không gian xạ ảnh P(V ). Theo cách hiểu này, đa tạp Grassmann

G(k, V ) có thể được viết là G(k− 1,P(V )). Hơn nữa, khi không cần xác định không

gian vectơ V mà chỉ cần xác định chiều n của V thì chúng ta có thể viết đơn giản

bởi G(k, n) hoặc G(k − 1, n− 1).

11



Tiếp theo, chúng ta sẽ chỉ ra đa tạp Grassmann có cấu trúc của một đa tạp xạ

ảnh thông qua phép nhúng Plücker. Để định nghĩa phép nhúng Plücker, chúng ta

cần đến khái niệm luỹ thừa ngoài của một không gian vectơ.

Cho V là một không gian vectơ n chiều trên trường C với cơ sở {e1, . . . , en}. Với
mọi k = 1, . . . , n, luỹ thừa ngoài thứ k của V là không gian vectơ, ký hiệu là

∧k
V ,

được xác định bởi

k∧
V =

 ∑
1≤i1<···<ik≤n

ci1...ikei1 ∧ · · · ∧ eik | ci1...ik ∈ C

 .

Cơ sở của
∧k

V được đánh chỉ số bởi các tập con với k phần tử

{i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}.

Do đó số chiều của
∧k

V là

dim

 k∧
V

 =

(
n

k

)
.

Tích ngoài ∧ là phép toán trên
∧k

V xác định như sau:

∧ :
∧k

V ×
∧k

V −→
∧k

V

(v, w) 7−→ v ∧ w
,

thỏa mãn các tiên đề sau đây:

i. ∧ là tuyến tính theo từng thành phần, tức là

(r1v1 + r2v2) ∧ v = r1(v1 ∧ v) + r2(v2 ∧ v),

v ∧ (r1v1 + r2v2) = r1(v ∧ v1) + r2(v ∧ v2),

với mọi r1, r2 ∈ C và v, v1, v2 ∈ V ;

ii. ∧ là phản đối xứng, tức là

v ∧ w = −w ∧ v, với mọi v, w ∈ V.

Đặc biệt, v ∧ v = 0, với mọi v ∈ V .

Mệnh đề 1.1.1 ([28, Hệ quả 11.26]). Cho {v1, . . . , vk}, {v′1, . . . , v′k} là hai họ các

vectơ độc lập tuyến tính trong V và giả sử

v′i =

k∑
j=1

xijvj , với mọi i = 1, . . . , k.
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Khi đó

v′1 ∧ · · · ∧ v′k = det(xij)(v1 ∧ · · · ∧ vk).

Định nghĩa 1.1.17 ([20, Chương 3]). Ánh xạ

pk,n : G(k, n) −→ P

 k∧
V


span{v1, . . . , vk} 7−→ [v1 ∧ · · · ∧ vk]

được gọi là phép nhúng Plücker .

Bây giờ ta sẽ chỉ ra ảnh của phép nhúng Plücker là một đa tạp xạ ảnh.

Giả sử W ∈ G(k, n) là một không gian con k chiều của không gian vectơ n chiều

V được sinh bởi k vectơ v1, . . . , vk ∈ V với các tọa độ của chúng được viết thành

một ma trận cấp k × n 
x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n
...

...
. . .

...

xk1 xk2 · · · xkn

 .

Khi đó các tọa độ thuần nhất của pk,n(W ) trong P

 k∧
V

 là các định thức con

cấp k của ma trận này, ký hiệu

Pi1,...,ik = det(xpiq)1≤p,q≤k, 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n.

Các định thức con này được gọi là tọa độ Plücker của W .

Với mỗi hai dãy các số nguyên dương

1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik−1 ≤ n,

1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk+1 ≤ n,

các phương trình sau được gọi là quan hệ Plücker

k+1∑
l=1

(−1)l−1Pi1,...,ik−1,jlPj1,...,ĵl,...jk+1
= 0,

trong đó j1, . . . , ĵl, . . . , jk+1 là dãy j1, . . . , jk+1 với số hạng jl bị bỏ đi.

Định lý 1.1.1 ([28, Định lý 11.35]). Ảnh của phép nhúng Plücker pk,n(G(k, n)) là

một đa tạp xạ ảnh trong P(
n
k)−1 xác định bởi iđêan sinh bởi các quan hệ Plücker.
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Ví dụ 1.1.6 ([20, Ví dụ 3.1]). Với k = 2, n = 4, ta có

p2,4 : G(2, 4) −→ P
(∧2

V
)
= P5

span{v1, v2} 7−→ [v1 ∧ v2]
.

Giả sử W = span{v1, v2} ∈ G(2, 4), trong đó

v1 = x11e1 + x12e2 + x13e3 + x14e4,

v2 = x21e1 + x22e2 + x23e3 + x24e4.

Khi đó dạng ma trận của W là

W =

x11 x12 x13 x14

x21 x22 x23 x24

 .

Các tọa độ Plücker của W là

P1,2 =

∣∣∣∣∣∣x11 x12

x21 x22

∣∣∣∣∣∣ , P1,3 =

∣∣∣∣∣∣x11 x13

x21 x23

∣∣∣∣∣∣ , P1,4 =

∣∣∣∣∣∣x11 x14

x21 x24

∣∣∣∣∣∣ ,
P2,3 =

∣∣∣∣∣∣x12 x13

x22 x23

∣∣∣∣∣∣ , P2,4 =

∣∣∣∣∣∣x12 x14

x22 x24

∣∣∣∣∣∣ , P3,4 =

∣∣∣∣∣∣x13 x14

x23 x24

∣∣∣∣∣∣ .
Do đó

p2,4(W ) = [P1,2 : P1,3 : P1,3 : P2,3 : P2,4 : P3,4] ∈ P5.

Trong trường hợp này, chúng ta chỉ có một quan hệ Plücker

P1,2P3,4 − P1,3P2,4 + P1,4P2,3 = 0.

Do đó, ảnh của đa tạp Grassmann G(2, 4) qua phép nhúng Plücker p2,4 là một siêu

mặt bậc hai trong P5.

1.2 Cở sở của Lý thuyết giao

1.2.1 Vành Chow

Định nghĩa 1.2.1 ([20, Chương 1]). Cho X là đa tạp xạ ảnh trên trường C và k

là một số nguyên không âm.
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i. Một k - chu trình trên X là một tổng hình thức hữu hạn
∑
ni[Vi], với Vi là

các đa tạp con k - chiều của X và ni là các số nguyên. Mỗi 1 - chu trình được

gọi là một ước. Chu trình α =
∑
ni[Vi] được gọi là hữu hiệu nếu tất cả các hệ

số ni đều không âm.

ii. Nhóm các k - chu trình trên X, ký hiệu là Zk(X), là nhóm abel tự do sinh bởi

các đa tạp con k - chiều của X.

iii. Nhóm các chu trình trên X là tổng trực tiếp của các nhóm k - chu trình trên

X, ký hiệu là Z∗(X), tức là

Z∗(X) =

dimX⊕
k=0

Zk(X).

Mỗi phần tử của nhóm Z∗(X) được gọi là một chu trình trên X.

Định nghĩa 1.2.2 ([20, Chương 1]). Cho X là một đa tạp xạ ảnh, V ⊂ X là một

đa tạp con đối chiều một. Với mỗi f ∈ OX,V khác không, cấp của f trên V , ký hiệu

là ordV (f), được định nghĩa bởi

ordV (f) := lOX,V
(OX,V /(f)),

trong đó lOX,V
(OX,V /(f)) là độ dài của (OX,V /(f)) trên vành địa phương OX,V .

Nếu φ là một hàm hữu tỉ khác không thuộc trường các hàm hữu tỉ R(X) của X

thì ta viết φ =
F

G
, trong đó F,G ∈ OX,V và định nghĩa

ordV (φ) := ordV (F )− ordV (G).

Với bất kì đa tạp con (k + 1) - chiều W của X và φ ∈ R(W )∗ là một hàm hữu tỉ

khác không bất kì. Một k - chu trình của φ trên X, ký hiệu là [div(φ)], được định

nghĩa bởi

[div(φ)] =
∑
V

ordV (φ)[V ] ∈ Zk(X),

trong đó tổng trên chạy qua tất cả các đa tạp con V đối chiều một của W .

Định nghĩa 1.2.3 ([20, Chương 1]).

i. Một k-chu trình α được gọi là tương đương hữu tỉ với không, ký hiệu bởi α ∼ 0,

nếu có một số hữu hạn các đa tạp con (k + 1) - chiều Wi của X và các hàm

φi ∈ R(Wi) khác không sao cho

α =
∑
i

[div(φi)].
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ii. Hai k - chu trình α và β được gọi là tương đương hữu tỉ, ký hiệu là α ∼ β, nếu

chu trình α− β tương đương hữu tỉ với 0.

Vì [div(φ−1)] = −[div(φ)] nên tập tất cả các k - chu trình sao cho mỗi k - chu

trình là tương đương hữu tỉ với 0 lập thành một nhóm con của Zk(X), ta ký hiệu

nhóm con này bởi Ratk(X). Khi đó với mỗi số nguyên dương k, ta có nhóm thương

Ak(X) = Zk(X)/Ratk(X).

Định nghĩa 1.2.4 ([20, Chương 1]). Với các ký hiệu ở trên, nhóm

A∗(X) =

dimX⊕
k=0

Ak(X),

được gọi là nhóm Chow của X. Mỗi phần tử của nhóm A∗(X) được gọi là một lớp

chu trình trên X.

Chú ý 1.2.1. Nếu X là đa tạp xạ ảnh có dimX = n. Vì không tồn tại đa tạp con

của X có số chiều n+1 nên Ratn(X) = 0. Vì vậy An(X) ∼= Zn[X]. Hơn nữa, mỗi đa

tạp con của X mà khác X điều có chiều bé hơn n, nên tập các n - chu trình chính

là Z · [X]. Do đó

An(X) ∼= Z · [X].

Nếu k < 0 hoặc k > n thì ta có Ak(X) = 0. Đối với mỗi k, chúng ta đặt

Ak(X) = An−k(X)

và

A∗(X) =

n⊕
k=0

Ak(X).

Trong phạm vi của luận án, chúng ta sẽ viết A(X) thay vì A∗(X) hoặc A∗(X)

khi sự phân biệt của chúng không đóng vai trò quan trọng.

Tiếp theo, chúng ta xây dựng một cấu trúc vành trên A(X).

Định nghĩa 1.2.5 ([20, Chương 1]).

Cho X là một đa tạp xạ ảnh và A,B là các đa tạp con của X.

i. Hai đa tạp con A và B được gọi là giao hoành tại điểm p ∈ A ∩ B nếu chúng

trơn tại p và

TpA+ TpB = TpX.
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ii. Hai đa tạp con A và B được gọi là hoành tổng quát nếu chúng là giao hoành

tại một điểm tổng quát của mỗi tập con C ⊆ A ∩B.

iii. Hai chu trình
∑
mi[Ai] và

∑
nj [Bj ] được gọi là hoành tổng quát nếu Ai và Bj

là hoành tổng quát với mọi i và j.

Bổ đề 1.2.1 ([20, Chương 1]). Cho X là một đa tạp xạ ảnh trơn. Khi đó

i. Với mọi α, β ∈ A(X) luôn tồn tại hai chu trình hoành tổng quát A =
∑
mi[Ai]

và B =
∑
nj [Bj ] trong Z(X) lần lượt đại diện cho α và β.

ii. Lớp chu trình ∑
i,j

minj [Ai ∩Bj ]

trong A(X) không phụ thuộc vào cách chọn A và B.

Định lý 1.2.1 ([20, Chương 1]). Cho X là một đa tạp xạ ảnh trơn. Khi đó tồn tại

duy nhất một phép nhân trên A(X) thỏa mãn điều kiện:

[A].[B] = [A ∩B],

trong đó A và B là hai đa tạp con của X hoành tổng quát.

Phép nhân này làm cho A(X) trở thành một vành phân bậc, kết hợp và giao

hoán, được gọi là vành Chow của đa tạp X.

Ví dụ 1.2.1. ([20, Định lý 2.1]). Vành Chow của không gian xạ ảnh Pn là

A(Pn) = Z[h]/(hn+1).

trong đó h là lớp siêu phẳng của Pn.

Chúng ta cần có khái niệm bậc của một lớp chu trình trong nhóm Chow.

Cho f : X → Y là một đồng cấu riêng. Lấy V là một đa tạp con k - chiều bất

kì của X. Đặt W = f(V ) và ký hiệu R(V ), R(W ) lần lượt là trường các hàm hữu tỉ

của V và W . Nếu dimW = k thì trường mở rộng R(V )/R(W ) là hữu hạn. Từ đó,

chúng ta định nghĩa đồng cấu f∗ : Zk(X) → Zk(Y ) xác định bởi

f∗[V ] =

[R(V ) : R(W )][W ] nếu dimW = k

0 nếu dimW < k
,

trong đó [R(V ) : R(W )] được ký hiệu là bậc của trường mở rộng R(V )/R(W ).
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Định lý 1.2.2 ([22, Chương 1]). Nếu f : X → Y là một đồng cấu riêng và α là

một k - chu trình trên X tương đương hữu tỉ với không thì f∗(α) là một k - chu

trình tương đương hữu tỉ với không trên Y .

Theo Định lí 1.2.2, ta có đồng cấu cảm sinh của các nhóm Chow

f∗ : Ak(X) → Ak(Y ).

Vì vậy chúng ta có đồng cấu

f∗ : A∗(X) → A∗(Y ).

được gọi là đồng cấu đẩy ra liên kết với f .

Định nghĩa 1.2.6 ([22, Chương 1]). Cho X là là đa tạp xạ ảnh trơn n chiều trên

trường C và α là một 0 - chu trình trên X. Bậc của chu trình α, ký hiệu là
∫
X α,

được xác định bởi ∫
X

α = p∗(α),

trong đó p : X → Spec(C) và

A0(Spec(C)) ∼= Z · [Spec(C)]

đồng nhất với Z.
Nếu α =

∑
i ni[pi] với pi là một điểm thuộc X thì bậc của α∫

X

α =
∑
i

ni.

Theo Định lý 1.2.2, định nghĩa bậc như trên là định nghĩa tốt với các 0 - chu

trình. Vì thế, chúng ta có thể mở rộng đồng cấu bậc cho tất cả các chu trình trong

A∗(X), ∫
X

: A∗(X) → Z

bởi định nghĩa
∫
X α = 0 nếu α ∈ Ak(X), k > 0.

Với bất kì đồng cấu f : X → Y của các đa tạp xạ ảnh trơn và với bất kì

α ∈ A∗(X), ta có ∫
X

α =

∫
Y

f∗(α).

Lấy f : X → Y là một đồng cấu phẳng có chiều quan hệ n và W là một đa tạp

con k - chiều của Y . Khi đó f−1(W ) là một đa tạp con chiều k + n của X. Chúng

ta đặt

f∗[W ] = [f−1(W )].
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Khi đó, chúng ta có thể mở rộng tuyến tính đến đồng cấu

f∗ : Zk(Y ) → Zk+n(X).

Định lý 1.2.3 ([22, Chương 1]). Cho f : X → Y là một đồng cấu phẳng có chiều

tương đối n và α là một k - chu trình trên Y tương đương hữu tỉ với không. Khi đó,

f∗(α) cũng là một (k+n) - chu trình tương đương hữu tỉ với không trong Zk+n(X).

Theo Định lý 1.2.3, ta có đồng cấu cảm sinh của nhóm Chow

f∗ : Ak(Y ) → Ak+n(X).

Vì vậy chúng ta có đồng cấu

f∗ : A∗(Y ) → A∗(X),

được gọi là đồng cấu kéo về liên kết với f .

1.2.2 Phân thớ vectơ

Định nghĩa 1.2.7. ([5, Mục 7]). Cho X là một đa tạp xạ ảnh trên trường C. Một

phân thớ vectơ hạng r trên X là một bộ ba (E,X, π), trong đó E là một đa tạp xạ

ảnh và π : E −→ X là một đồng cấu sao cho tồn tại một phủ mở {Ui} của X thỏa

mãn các điều kiện sau:

i. Với mọi i ∈ I, tồn tại một đẳng cấu φi : π
−1(Ui) → Ui × Cr sao cho biểu đồ

sau giao hoán

π−1(Ui)
φi
//

π
&&

Ui ×Cr

p

��

Ui

trong đó p : Ui ×Cr → Ui là một phép chiếu tự nhiên.

ii. Với mọi i, j ∈ I, tồn tại một ma trận (gij)r×r với các phần tử là các hàm trên

Ui ∩ Uj sao cho đồng cấu hợp thành

ψij = φj ◦ φ−1
i : (Ui ∩ Uj)×Cr −→ (Ui ∩ Uj)×Cr

xác định bởi ψij(x, v) = (x, gij(x)v).

Người ta gọi phân thớ vectơ (E,X, π) đơn giản bởi E hoặc π : E −→ X. Với mỗi

x ∈ X, tập π−1(x) được gọi là thớ tại x và được ký hiệu là Ex. Một phân thớ vectơ

có hạng bằng 1 được gọi là một phân thớ đường thẳng.
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Từ định nghĩa của phân thớ vectơ, ta thấy với mỗi x ∈ X, thớ π−1(x) có cấu

trúc của một không gian vectơ. Do đó, mỗi phân thớ vectơ có thể được xem như là

một họ các không gian vectơ được tham số hóa bởi một đa tạp xạ ảnh.

Chú ý rằng, các phần tử gij xác định như trong Định nghĩa 1.2.7 được gọi là

các hàm chuyển. Các hàm chuyển là không duy nhất với mọi phân thớ vectơ. Tuy

nhiên, ta có thể xây dựng được một phân thớ vectơ từ các hàm chuyển.

Định nghĩa 1.2.8. ([5, Mục 7]). Một nhát cắt của phân thớ vectơ π : E −→ X là

một đồng cấu s : X −→ E sao cho s(x) = π−1(x) với mọi x ∈ X. Ta cũng có định

nghĩa tương tự cho nhát cắt của phân thớ vectơ π trên một tập con U ⊆ X. Tập

hợp các nhát cắt của π trên U được ký hiệu bởi E(U). Một nhát cắt của π trên X

được gọi là một nhát cắt toàn cục. Tập hợp các nhát cắt toàn cục của π được ký

hiệu bởi H0(X,E).

Ví dụ 1.2.2. ([5, Mục 7]). Mọi phân thớ vectơ (E,X, π) đều có duy nhất một nhát

cắt xác định bởi

s : Ui −→ E

x 7−→ ψ−1
i (x, 0),

trong đó Ui là một phủ mở bất kỳ chứa x và 0 là phần tử không trong không gian

vectơ Cn. Nhát cắt này gọi là nhát cắt không điểm của phân thớ vectơ E.

Định nghĩa 1.2.9. ([5, Mục 7]). Phân thớ π : E −→ X được gọi là phân thớ toàn

cục nếu E sinh bởi tập các nhát cắt toàn cục, tức là, tồn tại một không gian vectơ

con V ⊆ H0(X,E) sao cho V sinh ra toàn bộ các thớ Ex với x ∈ X. Một cách tương

đương, ánh xạ định giá tại mọi điểm x ∈ X, ev : H0(X,E) −→ Ex là một toàn cấu.

Định nghĩa 1.2.10. ([5, Mục 7]). Cho E là một phân thớ vectơ hạng r trên đa

tạp xạ ảnh X. Một tập con F ⊆ E được gọi là một phân thớ con hạng k của E nếu

tồn tại một không gian vectơ k - chiều V ⊆ Cr và với mỗi x ∈ X, tồn tại một lân

cận U = U(x) với đẳng cấu ψ : E|U −→ U ×Cr sao cho ψ−1(U × V ) = F |U(x).

Vì V là một không gian vectơ con của Cr nên ta có thể giả sử Cr = V ⊕W . Định

nghĩa ψ : (E/F )|U −→ U ×W xác định bởi

ψ([v]) = pr2(ψ(v)),

trong đó pr2 : V ⊕W −→ W là phép chiếu lên thành phần thứ hai. Như vậy, E/F

là một phân thớ vectơ, gọi là phân thớ thương của E tạo ra bởi phân thớ con F .
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Ví dụ 1.2.3. ([5, Mục 7]). Giả sử π : E −→ X là một phân thớ vectơ hạng r trên

đa tạp xạ ảnh X với các đẳng cấu ψ : π−1(Ui) −→ Cr và các hàm chuyển gij. Khi

đó, các hàm chuyển g′ij := gTji cho ta phân thớ đối ngẫu π′ : E∗ −→ X.

Ví dụ 1.2.4. ([5, Mục 7]). Cho X là một đa tạp xạ ảnh và r là một số nguyên

dương. Khi đó, phép chiếu lên thành phần thứ nhất π : X × Cr −→ X định nghĩa

một phân thớ vectơ hạng r trên X, gọi là phân thớ tầm thường hạng r trên X.

Khi X = Pn, chúng ta ký hiệu OPn = Pn × C là phân thớ tầm thường trên Pn.

Nhận xét rằng OPn là một phân thớ đường thẳng. Giả sử s là một nhát cắt của

OPn. Khi đó ta có một đồng cấu s′ : Pn −→ C cho bởi s′(x) = π2(s(x)), trong đó

π2 : Pn ×C −→ C là phép chiếu lên thành phần thứ hai. Khi đó, s là ánh xạ hằng.

Vậy các nhát cắt của phân thớ E là các ánh xạ hằng và do đó ta có đẳng cấu

H0(Pn,OPn) ≃ C như các C - đại số.

Ví dụ 1.2.5. ([5, Mục 10]). Cho E là một phân thớ vectơ hạng r trên đa tạp xạ

ảnh X. Với mỗi x ∈ X, ta xác định một không gian xạ ảnh P(Ex). Cố định một

đẳng cấu π−1(Ui) −→ Ui ×Cr, ta có một ánh xạ⋃
x∈Ui

P(Ex) −→ Ui × Pr−1.

Đặt P(E) =
⋃

x∈X P(Ex). Khi đó, P(E) có cấu trúc của một phân thớ vectơ gọi là

phân thớ xạ ảnh liên kết với E.

Mệnh đề 1.2.1 ([5, Hệ quả 10.2.4]). Cho E là phân thớ vectơ hạng r trên đa tạp xạ

ảnh X và p : P(E) −→ X là phân thớ xạ ảnh liên kết. Khi đó p∗ : A∗(P(E)) → A∗(X)

là toàn ánh và p∗ : A∗(X) → A∗(P(E)) là đơn ánh.

Ví dụ 1.2.6. ([5, Mục 10]). Cho (E1, π1) và (E2, π2) là hai phân thớ vectơ trên đa

tạp xạ ảnh X có hạng lần lượt là r1 và r2. Giả sử {Ui} là một phủ mở của X sao

cho các đẳng cấu ứng với E1 và E2 lần lượt là {Ui, ϕi} và {Ui, ψi}.
Ta định nghĩa tổng Whitney (hay tổng trực tiếp) của E1 và E2, ký hiệu bởi

(E1 ⊕ E2, X, π), là một phân thớ vectơ trên X xác định bởi E1 ⊕ E2 = {(x1, x2) ∈
E1 × E2 : π1(x1) = π2(x2)} và phép chiếu

(x1, x2) 7−→ (π1(x1); pr2 ◦ϕi(x1), pr2 ◦ψi(x2)) ∈ Ui ×Cr,

trong đó r = r1 + r2 và pr2 là phép chiếu lên thành phần thứ hai.
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Nếu gij và g′ij lần lượt là các hàm chuyển của E1 và E2 thì ma trậngij 0

0 g′ij


định nghĩa các hàm chuyển của E1 ⊕ E2.

Ví dụ 1.2.7. ([5, Mục 10]) Cho (E1, π1) và (E2, π2) là hai phân thớ vectơ trên đa

tạp xạ ảnh X có hạng lần lượt là r1 và r2. Giả sử Ui là một phủ mở của X với các

đẳng cấu ϕi : Ui ×Cr1 −→ Ui và ψi : Ui ×Cr2 −→ Ui. Xét tập hợp

E1 ⊗ E2 =
∐
x∈X

(E1)x ⊗ (E2)x.

Khi đó, ta xây dựng các ánh xạ

ϕi ⊗ ψi : Ui × (Cr1 ⊗Cr2) −→ Ui =
∐
x∈Ui

(E1)x ⊗ (E2)x

(x, u) 7−→ (ϕi(x,−)⊗ ψi(x,−))(u).

Các ánh xạ này xác định một phân thớ vectơ hạng r1.r2 trên X, gọi là tích tenxơ

của hai phân thớ E1 và E2 và được ký hiệu là E1 ⊗ E2.

Ví dụ 1.2.8. ([5, Mục 10]). Cho E là một phân thớ vectơ. Khi đó ta định nghĩa

lũy thừa ngoài bậc k của phân thớ vectơ E bởi

ΛkE :=
∐
x∈X

ΛkEx,

trong đó Ex là thớ tại x ∈ X.

Ví dụ 1.2.9. ([5, Mục 10]). Trên Cn+1 ký hiệu tọa độ bởi (z0, z1, . . . , zn). Trên Pn

ký hiệu tọa độ xạ ảnh bởi (x0 : . . . : xn). Ta định nghĩa tập hợp

OPn(−1) := {(x, z) ∈ Pn ×Cn+1 : z nằm trên đường thẳng tương ứng với x}.

Xét phép chiếu lên thành phần thứ nhất π : OPn(−1) −→ Pn xác định bởi

π(x, z) = x với mọi (x, z) ∈ OPn(−1).

Với mọi x = (x0 : . . . : xn) ∈ Pn, tạo ảnh π−1(x) là đường thẳng trong Cn+1 tương

ứng với điểm x, tức là π−1(x) = {λx : λ ∈ C} ∼= C.
Với mỗi phủ mở Ui, ánh xạ ψi : π

−1(Ui) −→ Ui ×C xác định bởi

ψi(x, z) = (x, zi) với mọi (x, z) ∈ π−1(Ui)
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là một đẳng cấu với ánh xạ ngược ψ−1
i : Ui ×C −→ π−1(Ui) xác định bởi

ψ−1
i (x, λ) =

(
x, λ

(
x0
xi
,
x1
xi
, . . . ,

xn
xi

))
.

Trên Ui ∩ Uj ta có ánh xạ tuyến tính ψi ◦ ψ−1
j : (Ui ∩ Uj)×C −→ (Ui ∩ Uj)×C xác

định bởi

ψi ◦ ψ−1
j (x, λ) =

(
x, λ

xi
xj

)
.

Do đó OPn(−1) là một phân thớ đường thẳng trên Pn với các hàm chuyển gij =
xi
xj

.

Chú ý rằng, phân thớ đường thẳng OPn(−1) trên Pn là phân thớ con của phân

thớ tầm thường Pn × Cn+1. Mặt khác, phân thớ đối ngẫu của phân thớ OPn(−1),

ký hiệu bởi OPn(1), là phân thớ vectơ xác định bởi các hàm chuyển gij =
xj
xi
. Phân

thớ OPn(1) thường được xem như là phân thớ siêu phẳng trên Pn và được xác định

bởi

OPn(1) = [h],

với h là siêu phẳng trong Pn.

Theo [45, Chương 1], với mỗi số nguyên m ∈ Z, ta định nghĩa:

OPn(m) =


OPn(1)⊗m nếu m > 0,

OPn(−1)⊗|m| nếu m ≤ 0.

Ví dụ 1.2.10. ([5, Mục 7]). Trong không gian xạ ảnh Pn, ta định nghĩa một dạng

vi phân trên các phủ mở Ui là một biểu thức có dạng

ω = f0d

(
x0
xi

)
+ f1d

(
x1
xi

)
+ · · ·+ fi−1d

(
xi−1

xi

)
+ fi+1d

(
xi+1

xi

)
+ · · ·+ fnd

(
xn
xi

)
,

trong đó f0, f1, . . . , fi−1, fi+1, . . . , fn là các hàm chính quy theo các biến
x0
xi
,
x1
xi
,

. . . ,
xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn
xi

.

Trên mỗi tập Ui ∩ Uj, với mỗi k ̸= i, ta viết

d

(
xk
xi

)
= d

(
xk

xj

xi

xj

)
=
xj
xi
d

(
xk
xj

)
−
xkxj

x2i
d

(
xi
xj

)
.

Từ đó suy ra

ω =
xj
xi

[
f0d

(
x0
xj

)
+ · · ·+

(
−x0
xi
f0 − · · · − xi−1

xi
fi−1−

− xi+1

xi
fi+1 − · · · − xn

xi
fn

)
d

(
xi
xj

)
+ · · ·+ fnd

(
xn
xj

)]
.
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Khi đó, ma trận

Aij =
xj
xi



1 0 . . . 0 . . . 0

0 1 . . . 0 . . . 0
...

...
...

...

−x0

xi
−x1

xi
. . . −xj

xi
. . . −xn

xi

...
...

...
...

0 0 . . . 0 . . . 1


,

là hàm chuyển xác định một phân thớ vectơ trên Pn, gọi là phân thớ đối tiếp xúc

của Pn, ký hiệu phân thớ này là Ω1
Pn. Phân thớ đối ngẫu của phân thớ đối tiếp xúc

được gọi là phân thớ tiếp xúc của Pn, ký hiệu là TPn, tức là TPn =
(
Ω1
Pn

)∗
.

Ví dụ 1.2.11 ([20, Mục 3.2.3]). Cho V là không gian vectơ n - chiều và G = G(k, V )

là đa tạp Grassmann của các không gian vectơ con k chiều của không gian vectơ

n chiều V . Đặt V = G × V là phân thớ tầm thường hạng n trên G với mỗi thớ

của nó tại mọi điểm chính là không gian vectơ V . Chúng ta ký hiệu S là phân thớ

con hạng k của V với mỗi thớ của nó tại W ∈ G chính là không gian con W của

V . Phân thớ thương Q của V là phân thớ vectơ hạng n− k với mỗi thớ của nó tại

W ∈ G là không gian thương V/W . Phân thớ S còn được gọi là phân thớ con phổ

dụng trên G và phân thớ Q còn được gọi là phân thớ thương phổ dụng trên G.

Mệnh đề 1.2.2 ([20, Định lý 3.5]). Phân thớ tiếp xúc TG trên đa tạp Grassmann

G = G(k, V ) đẳng cấu với Homg(S,Q), ở đây S,Q lần lượt là phân thớ con phổ

dụng và phân thớ thương phổ dụng trên G, nghĩa là

TG ∼= Homg(S,Q) = S∗ ⊗Q.

Ví dụ 1.2.12. ([5, Mục 7]). Cho h ⊆ Pn là một siêu phẳng. Khi đó ta có dãy khớp

ngắn các phân thớ

0 −→ OPn(−1) −→ OPn −→ Oh −→ 0,

trong đó Oh là phân thớ tầm thường trên siêu phẳng h.

Xem OPn(−1) như là một phân thớ con của phân thớ O⊕(n+1)
Pn , ta có dãy khớp

Euler trong Pn là

0 −→ OPn(−1) −→ O⊕(n+1)
Pn −→ TPn(−1) −→ 0,

trong đó TPn là phân thớ tiếp xúc trên đa tạp xạ ảnh Pn.
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1.2.3 Lớp Chern và lớp Segre của phân thớ vectơ

Định nghĩa 1.2.11 ([20, Chương 5]). Nếu E là một phân thớ vectơ hạng r trên

đa tạp xạ ảnh X và p : P(E) −→ X là phân thớ xạ ảnh liên kết thì p∗(E) chứa một

phân thớ đường thẳng L định nghĩa bởi

L = {(l, v) ∈ P(E)× E : v ∈ L}.

Lấy s ∈ A1(P(E)) là lớp chu trình tương ứng với phân thớ đường thẳng OP(E)(1).

Theo ([20, Định lý 9.6]), A∗(P(E) là A∗(X) - môđun tự do với cơ sở {1, s, . . . , sr−1},
nghĩa là, với mọi lớp chu trình y ∈ A∗(P(E)) có một biểu diễn duy nhất dưới dạng

y =

r∑
k=1

p∗(xk)s
r−k,

trong đó xk ∈ A∗(X). Đặc biệt, luôn tồn tại xk ∈ Ak(X) sao cho

sr = −
r∑

k=1

p∗(xk)s
r−k.

Lớp Chern thứ k của phân thớ vectơ E, ký hiệu bởi ck(E), được định nghĩa như

sau:

ck(E) := xk ∈ Ak(X), với mọi k = 1, . . . , r.

Lớp Chern toàn phần của phân thớ vectơ E, ký hiệu là c(E), được định nghĩa

bởi

c(E) = 1 + c1(E) + c2(E) + · · ·+ cr(E).

Lớp Segre thứ k của phân thớ vectơ E, ký hiệu bởi sk(E), được định nghĩa theo

phương pháp truy hồi như sau:

sk(E) + sk−1(E)c1(E) + . . .+ s1(E)ck−1(E) + ck(E) = 0, với mọi k = 1, . . . , r.

Theo định nghĩa, ta có:

s1(E) = −c1(E),

s2(E) = c1(E)
2 − c2(E),

s3(E) = −c1(E)3 + 2c1(E)c2(E)− c3(E)

. . .

Lớp Segre toàn phần của phân thớ vectơ E được định nghĩa bởi tổng

s(E) = 1 + s1(E) + . . .+ sr(E).
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Mệnh đề 1.2.3 ([22, Chương 3]). Lớp Chern thỏa mãn các tính chất sau đây:

i. Với mọi phân thớ vectơ E hạng r trên đa tạp xạ ảnh X, ta có

c0(E) = 1 và ck(E) = 0, với mọi k > r.

ii. Nếu E∗ = Hom(E,C) là phân thớ đối ngẫu của phân thớ vectơ E hạng r trên

đa tạp xạ ảnh X thì

ck(E
∗) = (−1)kck(E) với mọi k = 1, . . . , r.

iii. Nếu E và F là hai phân thớ vectơ trên đa tạp xạ ảnh X thì

c(E ⊕ F ) = c(E)c(F ).

Tương đương, ta có

ck(E ⊕ F ) =
∑k

i=0 ci(E)ck−i(F ).

Mệnh đề 1.2.4. ([5, Mục 10]). Giả sử 0 −→ E′ −→ E −→ E′′ −→ 0 là một dãy

khớp ngắn các phân thớ vectơ trên đa tạp xạ ảnh X. Khi đó

c(E) = c(E′).c(E′′).

1.3 Phép tính Schubert

Cho đa tạp Grassmann G(k, n) gồm tất cả các không gian con k chiều của không

gian vectơ n chiều V .

Lấy V là một cờ trong V , tức là một dãy lồng nhau các không gian con của V

0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn−1 ⊂ Vn = V,

trong đó dimVi = i với mọi i.

Với mỗi dãy các số nguyên a = (a1, . . . , ak) thỏa

n− k ≥ a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ ak ≥ 0,

Chu trình Schubert, ký hiệu là Σa(V), được định nghĩa như sau:

Σa(V) := {W ∈ G(k, n) : dim(Vn−k+i−ai
∩W ) ≥ i,∀i = 1, . . . , k}.

Người ta đã chỉ ra rằng, chu trình Schubert là một đa tạp con của đa tạp

Grassmann G(k, n) với đối chiều
∑k

i=1 ak. Theo [20], lớp chu trình [Σa(V)] không
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phụ thuộc vào việc chọn V. Khi đó, chúng ta định nghĩa lớp Schubert tương ứng với

a là

σa := [Σa(V)].

Để thuận tiện, chúng ta viết Σa thay cho Σa(V), viết Σa1,...,as, σa1,...,as khi a =

(a1, . . . , as, 0, . . . , 0) và Σpi, σpi khi a = (p, . . . , p, 0, . . . , 0) với i thành phần đầu tiên

bằng p. Các lớp chu trình σi, i = 1, . . . , n− k và σ1i, i = 1, . . . , k được gọi là các lớp

Schubert đặc biệt.

Theo [20, Bổ đề 4.5], các lớp Schubert σa tạo thành một tập sinh cho vành Chow

của đa tạp Grassmann G(k, n). Phép nhân trong vành Chow A(G(k, n)) được xác

định bởi các công thức sau:

Bổ đề 1.3.1 ([20, Hệ quả 4.2]). Đặt G = G(k, n). Khi đó

(σ1k)
n−k = (σn−k)

k = σ(n−k)k ∈ Ak(n−k)(G).

Mệnh đề 1.3.1 ([20, Mệnh đề 4,6]). Nếu |a|+ |b| = k(n− k), ta có

σa · σb =

σ(n−k)k nếu ai + bk−i = n− k với mọi i,

0 ngược lại.

Mệnh đề 1.3.2 (([20, Mệnh đề 4.9]). (Công thức Pieri). Với mỗi lớp Schubert

σa ∈ A(G(k, n)) và mỗi số nguyên i sao cho 0 ≤ i ≤ n− k, ta có

σa · σi =
∑
c

σc,

trong đó tổng là tất cả c với n−k ≥ c1 ≥ a1 ≥ c2 ≥ · · · ≥ ck ≥ ak ≥ 0, và |c| = |a|+i.

Mệnh đề 1.3.3 ([20, Mệnh đề 4.16]). (Công thức Giambelli). Với mỗi a = (a1, . . . , ak)

sao cho n− k ≥ a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ ak ≥ 0, ta có

σa = det(σai+j−i)1≤i,j≤k,

trong đó σ0 = 1 và σm = 0 với m < 0 hoặc m > n− k.

Công thức của Pieri cho chúng ta cách xác định tích của một lớp Schubert tùy

ý và một lớp Schubert đặc biệt. Công thức Giambelli cho chúng ta cách biểu diễn

một lớp Schubert bất kì theo các lớp Schubert đặc biệt. Do đó, kết hợp cả hai công

thức trên, chúng ta có thể xác định được tích của hai lớp Schubert tùy ý.
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Định lý 1.3.1 ([20, Định lý 5.26]). Vành chow của đa tạp Grassmann G(n, k) được

xác định như sau

A(G(n, k)) ∼=
Z[σ1, . . . , σn−k]

I
,

trong đó I là iđêan sinh bởi n− k đa thức fm ∈ Z[σ1, . . . , σn−k],m = 1, . . . , n− k,

và đa thức fm là đa thức xác định bởi công thức Giambelli như sau:

fm = σ1k+m = det(σ1+j−i)1≤i,j≤k+m.

Ví dụ 1.3.1. Lấy V là không gian 4 chiều và k = 2. Chúng ta sẽ mô tả vành Chow

của đa tạp Grassmann G(2, 4).

Lấy V là một cờ trong V , tức là một dãy lồng nhau các không gian con của V

0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ V3 ⊂ V4 = V,

trong đó dimVi = i với mọi i = 1, . . . , 4.

Với mỗi dãy các số nguyên a = (a1, a2) thỏa

2 ≥ a1 ≥ a2 ≥ 0,

ta có chu trình Schubert

Σa(V) = {W ∈ G(2, 4) : dim(V3−a1 ∩W ) ≥ 1, dim(V4−a2 ∩W ) ≥ 2}.

Suy ra ta có 6 lớp Schubert sau:

1 = [Σ0,0] = G(2, 4),

σ1 = [Σ1,0] = {W : V2 ∩W ) ̸= 0},
σ2 = [Σ2,0] = {W : V1 ⊆ W},
σ1,1 = [Σ1,1] = {W : W ⊆ V3},
σ2,1 = [Σ2,1] = {W : V1 ⊆ W ⊂ V3},
σ2,2 = [Σ2,2] = {W : W = V2.}

Theo công thức Pieri, ta có

σ1 · σ1 = σ2 + σ1,1,

σ1 · σ2 = σ1 · σ1,1 = σ2,1,

σ1 · σ2,1 = σ2 · σ2 = σ2,2.

Theo công thức Giambelli, ta có

σ1,1 = det

σ1 σ2

1 σ1

 = σ21 − σ2,
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σ2,1 = det

σ2 0

1 σ1

 = σ1σ2,

σ2,2 = det

σ2 0

σ1 σ2

 = σ22.

Vành Chow của đa tạp Grassmann G(2, 4) là

A(G(2, 4)) ∼=
Z[σ1, σ2]

{σ31 − 2σ1σ2, σ21σ2 − σ22}
,

1.4 Đa thức đối xứng

Định nghĩa 1.4.1 ([42, Chương 1]). Một đa thức f(x1, . . . , xr) ∈ Z[x1, . . . , xr] là
đa thức đối xứng nếu và chỉ nếu

f(xσ(1), . . . , xσ(r)) = f(x1, . . . , xr),

với mọi hoán vị σ của tập chỉ số {1, . . . , r}.

Định nghĩa 1.4.2 ([42, Chương 1]). Một đa thức f(x1, . . . , xr) ∈ Z[x1, . . . , xr] là
đa thức phản đối xứng nếu và chỉ nếu

f(xσ(1), . . . , xσ(r)) = sgn(σ)f(x1, . . . , xr),

với mọi hoán vị σ của tập chỉ số {1, . . . , r}.

Định nghĩa 1.4.3 ([42, Chương 1]). Một đa thức f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) trên vành

Z[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym] là đối xứng kép nếu và chỉ nếu

f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = f(xσ(1), . . . , xσ(n), yθ(1), . . . , yθ(m)),

với mọi hoán vị σ của tập chỉ số {1, . . . , n} và với mọi hoán vị θ của tập chỉ số

{1, . . . ,m}.

Định nghĩa 1.4.4 ([42, Chương 1]). Đa thức đối xứng sơ cấp thứ k theo các biến

x1, . . . , xr, ký hiệu bởi ek(x1, . . . , xr), được định nghĩa bởi

ek(x1, . . . , xr) :=
∑

1≤i1<...<ik≤r

xi1 . . . xik , với mọi 1 ≤ k ≤ r.

Quy ước, e0(x1, . . . , xr) = 1, ek(x1, . . . , xr) = 0 với k < 0 hoặc k > n.

Ví dụ 1.4.1.
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i. Với r = 1, ta có e1(x1) = x1.

ii. Với r = 2, ta có e1(x1, x2) = x1 + x2, e2(x1, x2) = x1x2.

iii. Với r = 3, ta có

e1(x1;x2;x3) = x1 + x2 + x3,

e2(x1;x2;x3) = x1x2 + x1x3 + x2x3,

e3(x1;x2;x3) = x1x2x3.

Định nghĩa 1.4.5 ([42, Chương 1]). Đa thức đối xứng thuần nhất đầy đủ thứ k

theo các biến x1, . . . , xr, ký hiệu là hk(x1, . . . , xr), được định nghĩa bởi

hk(x1, . . . , xr) :=
∑

1≤i1≤i2≤...≤ik≤r

xi1xi2 . . . xik , với mọi 1 ≤ k ≤ r.

Ví dụ 1.4.2.

i. Với r = 1, ta có h1(x1) = x1.

ii. Với r = 2, ta có

h1(x1, x2) = x1 + x2,

h2(x1, x2) = x21 + x1x2 + x22.

ii. Với r = 3, ta có

h1(x1;x2;x3) = x1 + x2 + x3,

h2(x1;x2;x3) = x21 + x22 + x23 + x1x2 + x1x3 + x2x3,

h3(x1;x2;x3) = x31+x
3
2+x

3
3+x

2
1x2+x

2
1x3+x

2
2x1+x

2
2x3+x

2
3x1+x

2
3x2+x1x2x3.

Với mọi k > 0 và với bất kỳ r, ta có:

k∑
i=0

(−1)iei(x1, x2, . . . , xr)hk−i(x1, x2, . . . , xr) = 0.

Ví dụ 1.4.3. Ta có các đồng nhất thức sau đây:

m = 0 : e0 = h0 = 1,

m = 1 : h1 − e1 = 0 ⇒ h1 = e1,

m = 2 : h2 − e1h1 + e2 = 0 ⇒ h2 = e1h1 − e2,

m = 3 : h3 − e1h2 + e2h1 − e3 = 0 ⇒ h3 = e1h2 − e2h1 + e3.
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Định nghĩa 1.4.6 ([42, Chương 1]). Một phân hoạch λ = (λ1, . . . , λn) là một bộ

gồm n số nguyên thỏa mãn λ1 ≥ . . . ≥ λn ≥ 0, trong đó λ1, . . . , λn là các thành

phần của phân hoạch. Chiều dài của phân hoạch λ là số thành phần λi khác không,

kí hiệu là l(λ). Tổng |λ| = λ1 + . . .+ λn được gọi là trọng lượng của phân hoạch λ.

Một biểu đồ Young là một tập hợp các ô vuông xếp liền kề nhau cùng chia sẻ cột

cực trái và số lượng các ô trong mỗi hàng giảm dần theo thứ tự từ trên xuống dưới.

Nếu mỗi hàng theo thứ tự từ trên xuống dưới, số ô của hàng thứ i bằng với thành

phần λi của phân hoạch λ = (λ1, · · · , λn) thì biểu đồ này gọi là biểu đồ Young của

phân hoạch λ.

Bằng cách thay đổi vai trò của các dòng và các cột trong biểu đồ Young của

phân hoạch λ, ta thu được một biểu đồ Young liên hợp của phân hoạch λ, ký hiệu

là λ∗.

Ví dụ 1.4.4. Biểu đồ Young của phân hoạch λ = (4, 2, 1) là

Khi đó, phân hoạch liên hợp của λ là λ∗ = (3, 2, 1, 1).

Định nghĩa 1.4.7 ([42, Chương 1]). Với mỗi phân hoạch λ = (λ1, . . . , λr), đa thức

Schur, ký hiệu là sλ(x1, . . . , xr), được định nghĩa bởi

sλ(x1, . . . , xr) :=
aλ+δr

aδr
,

trong đó

δr = (r − 1, . . . , 1, 0),

aλ+δr = det(x
λj+r−j
i )r×r =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xλ1+r−1
1 xλ2+r−2

1 · · · xλr

1

xλ1+r−1
2 xλ2+r−2

2 · · · xλr

2
...

...
. . .

...

xλ1+r−1
r xλ2+r−2

r · · · xλr
r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

aδr = det(xr−j
i )r×r =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xr−1
1 xr−2

1 · · · 1

xr−1
2 xr−2

2 · · · 1
...

...
. . .

...

xr−1
r xr−2

r · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Ví dụ 1.4.5. Lấy r = 3 và λ = (2, 1, 0), ta có đa thức Schur sau:

s(2,1,0)(x1, x2, x3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x41 x21 1

x42 x22 1

x43 x23 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x21 x1 1

x22 x2 1

x23 x3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x1 + x2)(x2 + x3)(x3 + x1).

Chú ý rằng, đa thức aδr = det(xr−j
i )1≤i<j≤r là định thức Vandermonde và ta có

aδr = det(xr−j
i )1≤i<j≤r =

∑
σ∈Sr

sgn(σ)xσ(δr) =
∏

1≤i<j≤r

(xi − xj).

Điều đó chỉ ra rằng, đa thức aλ+δr chia hết cho aδr . Vì thế, đa thức Schur sλ là

một đa thức đối xứng thuần nhất bậc |λ|.
Mặt khác, chúng ta cũng có

r∏
j ̸=i

(xi − xj) = (−1)
r(r+1)

2 aδr ,

được gọi là bình phương của định thức Vandermonde.

Hơn nữa, theo kết quả của [56], hệ số của đơn thức xr−1
1 · · ·xr−1

r trong

r∏
j ̸=i

(xi − xj)

bằng r!.

Cho λ là một phân hoạch và số nguyên dương k. Ta viết µ ∈ λ ⊗ k nếu µ thu

được bằng cách thêm k ô vào biểu đồ Young của phân hoạch λ sao cho không có

hai ô cùng thêm vào một cột. Tương tự, với số nguyên dương r ta viết µ ∈ λ ⊗ 1r

nếu µ thu được bằng cách thêm r ô vào biểu đồ Young của phân hoạch λ sao cho

không có hai ô cùng thêm vào một dòng.

Định lý 1.4.1 ([40, Chương 1]). (Luật Pieri). Với các ký hiệu như trên, ta có:

sλhk =
∑

µ∈λ⊗k

sµ, sλek =
∑

µ∈λ⊗1r

sµ.

Đặc biệt, nếu λ = (k) và λ = (1k) thì

s(k)(x1, . . . , xr) = hk(x1, . . . , xr), s(1k)(x1, . . . , xr) = ek(x1, . . . , xr).
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Ví dụ 1.4.6. Tính tích s(2,1)s(2).

Theo luật Pieri, tích của hai đa thức Schur trên là tổng của tất cả các đa thức

Schur sµ với µ là phân hoạch được hình thành bằng cách thêm hai ô vào bảng

Young λ = (2, 1) sao cho không có hai ô cùng thêm vào một cột.

Có tất cả bốn trường hợp như mô tả dưới đây với các đánh dấu • là các ô thêm

vào bảng Young λ:

•
•

•
•

•

•

• •

Khi đó

s(2,1)s(2) = s(3,2) + s(2,2,1) + s(3,1,1) + s(4,1).

Ví dụ 1.4.7. Tính tích s(2,1)s(12).

Theo luật Pieri, tích của hai đa thức Schur trên là tổng của tất cả các đa thức

Schur sµ với µ là phân hoạch được hình thành bằng cách thêm hai ô vào bảng

Young λ = (2, 1) sao cho không có hai ô cùng thêm vào một hàng.

Có tất cả bốn trường hợp như mô tả dưới đây với các ô đánh dấu • là các ô

thêm vào bảng Young λ

•
•

•
•

•

•
•
•

Khi đó

s(2,1)s(12) = s(3,2) + s(2,2,1) + s(3,1,1) + s(2,1,1,1).

Như vậy, một đa thức đối xứng cơ bản hoặc một đa thức đối xứng thuần nhất

đầy đủ có thể được viết như là một đa thức Schur. Ngược lại, một đa thức Schur

bất kì có thể biểu diễn được dưới dạng định thức của một ma trận mà các số hạng

của nó là các đa thức đối xứng cơ bản hoặc các đa thức đối xứng thuần nhất đầy

đủ, điều này thể hiện qua định lý sau.

Định lý 1.4.2 ([40, Chương 1]). (Công thức Jacobi - Trudi). Nếu λ = (λ1, . . . , λn)
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là một phân hoạch thì

sλ = det (hλi+j−i)1≤i,j≤l(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

hλ1
hλ1+1 · · · hλ1+n−1

hλ2−1 hλ2
· · · hλ2+n−2

...
...

. . .
...

hλn−n+1 hλn−n+2 · · · hλn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

sλ = det (eλ∗
j−j+i)1≤i,j≤l

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eλ∗
1

eλ∗
1+1 · · · eλ∗

1+l−1

eλ∗
2−1 eλ∗

2
· · · eλ∗

2+l−2
...

...
. . .

...

eλ∗
l −l+1 eλ∗

l −l+2 · · · eλ∗
l

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
với l = l(λ∗)

.

Ví dụ 1.4.8. Giả sử n = 2, phân hoạch λ = (3, 2), khi đó λ∗ = (2, 2, 1).

Theo định nghĩa đa thức Schur, ta có

s(3,2)(x1, x2) =

∣∣∣∣∣∣x
4
1 x21

x42 x22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣x1 1

x2 1

∣∣∣∣∣∣
= x31x

2
2 + x21x

3
2.

Mặt khác, ta cũng có

e1 = h1 = x1 + x2, e2 = x1x2,

e1e
2
2 = x21x

2
2(x1 + x2) = x31x

2
2 + x21x

3
2,

h2 = x21 + x1x2 + x22,

h3 = x31 + x21x2 + x1x
2
2 + x32,

h4 = x41 + x31x2 + x21x
2
2 + x1x

3
2 + x42,

h3h2 = x51 + 2x41x
2 + 3x31x

2
2 + 3x21x

3
2 + 2x1x

4
2 + x52,

h1h4 = x51 + 2x41x2 + 2x31x
2
2 + 2x31x

2
2 + 2x21x

3
2 + 2x1x42 + x52,

h3h2 − h1h4 = x31x
3
2 + x21x3

Theo công thức Jacobi - Trudi, ta có:

s(3,2) =

∣∣∣∣∣∣h3 h4

h1 h2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e2 0 0

e1 e2 0

0 1 e1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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1.5 Lý thuyết giao đẳng biến

Cho G là một nhóm đại số tuyến tính chiều g và X là một đa tạp chiều n trên

trường C được trang bị một tác động G × X → X. Với mọi i > 0, chúng ta có

thể chọn một đại diện V của G có chiều l cùng với một phủ mở trù mật U ⊂ V

với đối chiều của V/U trên V lớn hơn n − i mà trên đó G tác động tự do sao cho

phân thớ thương U → U/G tồn tại (xem [17, Bổ đề 9]). Khi đó, tác động chéo

trên X × G cũng tự do, với một số giả thiết nhẹ theo ([17, Mệnh đề 23], phân

thớ thương X × U → X × U/G tồn tại. Trong các phần dưới đây, ta luôn giả sử

X × U → X × U/G tồn tại và kí hiệu là XG.

Định nghĩa 1.5.1 ([18, Định nghĩa 1]). Với các ký hiệu như trên, nhóm Chow G

- đẳng biến thứ i của X được định nghĩa bởi

AG
i (X) := Ai+l−g(XG),

trong đó A∗ là nhóm Chow được định nghĩa trong Mục (1.2.4).

Theo [17, Mệnh đề 1], định nghĩa AG
i (X) xác định như trên là một định nghĩa

tốt. Nhóm Chow G - đẳng biến của X được định nghĩa là

AG
∗ (X) :=

⊕
i

AG
i (X).

Nếu XG là đa tạp trơn thì AG
∗ (X) được thừa hưởng tích giao từ nhóm Chow

nguyên thủy. Khi đó, AG
∗ (X) có cấu trúc của vành phân bậc và được gọi là vành

Chow G− đẳng biến. Chẳng hạn, nếu G = T = (C∗)g là một tác động xuyến n chiều

thì vành Chow T− đẳng biến của một điểm đẳng cấu với một một vành đa thức n

biến ([17]). Trong phần dười đây, chúng ta ký hiệu vành này là RT .

Một phân thớ vectơ G - đẳng biến là một phân thớ vectơ E trên X cùng với phép

nâng của tác động G trên X đến một tác động G trên E sao cho phép nâng này

tuyến tính trên các thớ. Theo [17, Bổ đề 1], EG là một phân thớ vectơ trên XG.

Lớp Chern G - đẳng biến cGi (E) được định nghĩa là lớp Chern ci(EG). Nếu E có

hạng là r thì lớp Chern cao nhất cGr (E) được gọi là lớp Euler G - đẳng biến của E

và được ký hiệu bởi eG(E).

Chú ý rằng, phân thớ vectơ G - đẳng biến trên một điểm là một đại diện của

G (xem [17, Mục 3.2]). Khi G = T = (C∗)n là môt tác động xuyến n - chiều và

X = pt là một điểm, đặt M(T ) là nhóm đặc trưng của tác động T . Giả sử rằng
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RT = C[λ1, . . . , λn]. Khi đó, có một đồng cấu nhóm ϕ :M(T ) → RT được xác định

bởi ρi 7→ λi trong đó ρi là đặc trưng của T được xác định bởi ρi(t1, . . . , tn) = ti.

Điều này cảm sinh một đẳng cấu vành Sym(M(T )) ∼= RT . Chúng ta gọi ϕ(ρ) là

trọng lượng của ρ. Đặc biệt, λi là trọng lượng của ρi.

Ví dụ 1.5.1. Xét tác động của xuyến T = (C∗)4 lên C4 được cho bởi công thức

theo các tọa độ

(a1, . . . , a4).(x1, . . . , x4) = (a1x1, . . . , a4x4).

Điều này cảm sinh một tác động lên đa tạp Grassmann G(2, 4) với các điểm cố

định cô lập LI tương ứng với các phẳng tọa độ 2 chiều trong C4. Mỗi điểm LI được

đánh số bởi một tập con 2 phân tử I của tập {1, . . . , 4} để LI được xác định bởi

các phương trình xj = 0 với j /∈ I. Lấy S là phân thớ con phổ dụng của đa tạp

Grassmann G(2, 4). Tại mỗi điểm LI , ánh xạ thu hẹp của tác động T lên thớ S|LI

sinh ra một đại diện của T có đặc trưng ρi với i ∈ I. Đại diện này tạo ra một phân

thớ vectơ T - đẳng biến hạng 2 trên một điểm. Chúng ta cũng ký hiệu nó là S|LI
.

Nếu I = {i1, i2} thì chúng ta cT1 (S|LI
) = λi1 + λi2 và c

T
2 (S|LI

) = λi1 · λi2 trong đó λi1

và λi2 lần lượt là trọng số của ρi1 và ρi2 .

Cho X là một đa tạp xạ ảnh trơn được trang bị tác động T = (C∗)g. Chúng ta

ký hiệu XT là tập hợp các điểm cố định của tác động T . Một kết quả quan trọng

của lý thuyết giao đẳng biến là định lý địa phương hóa.

Định lý 1.5.1 ([6, Atiyah-Bott]). Cho XT là tập hợp các điểm cố định của tác

động T . Ánh xạ nhúng i : XT ↪→ X cảm sinh một đẳng cấu

i∗ : AT
∗ (X)⊗C[λ1,...,λn] RT ≃ AT

∗ (X
T )⊗C[λ1,...,λn] RT ,

trong đó RT
∼= C(λ1, . . . , λn) là trường thương của C[λ1, . . . , λn].

Hơn nữa, Atiyah-Bott [6] và Berline-Vergne [8] đã đưa ra một công thức tường

minh cho đẳng cấu ngược với giả thiết rằng X là một đa tạp xạ ảnh và XT là hữu

hạn. Cụ thể hơn, chúng ta có công thức sau đây.

Định lý 1.5.2 (Atiyah-Bott [6], Berline-Vergne [8]). Giả sử rằng X là một đa

tạp xạ ảnh được trang bị một tác động xuyến với hữu hạn điểm cố định. Với mỗi

α ∈ AT
∗ (X), ta có ∫

X

α =
∑
p∈XT

α|p
ep
, (1.1)
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trong đó ep là lớp Euler đẳng biến của phân thớ tiếp xúc tại điểm cố định p và α|p
là sự hạn chế của α tới điểm p.

Chú ý rằng, công thức Atiyah-Bott-Berline-Vergne (1.1) chỉ ra rằng chúng ta có

thể tính bậc của chu trình không chiều trên đa tạp Grassmann trơn theo các dữ

liệu từ các điểm cố định của tác động xuyến.

37



Chương 2

Bậc của đa tạp Fano

Bằng ngôn ngữ của lý thuyết giao, Fulton [22] đã chỉ ra rằng bậc của đa tạp Fano

có thể biểu diễn như là một số giao của các lớp đặc trưng trên đa tạp Grassmann.

Trên cơ sở đó, các công thức tường minh về bậc của đa tạp Fano cũng được đưa ra

bởi Debarre - Manivel [16] và Hiep [31]. Gần đây, trong [33], Hiep đã đề xuất một

kỹ thuật mới để xử lý số giao của các lớp đặc trưng trên đa tạp Grassmann, kết

quả này cung cấp công cụ để thiết lập các công thức liên quan đến những bất biến

của đa tạp đại số. Trong luận án, chúng tôi tiếp cận hướng nghiên cứu này đưa ra

một đặc trưng tổ hợp cho bậc của đa tạp Fano của các không gian con tuyến tính

trên một giao đầy đủ trong không gian xạ ảnh phức dưới dạng hệ số của một đơn

thức đặc biệt trong sự phân tích của một đa thức đối xứng. Hơn nữa, trong trường

hợp chiều của đa tạp Fano bằng một, chúng tôi sẽ chỉ ra một công thức liên hệ giữa

giữa giống và bậc. Trong chương này, chúng tôi trình bày các kết qủa chính trong

hai bài báo [34] và [36].

2.1 Đa tạp Fano

Định nghĩa 2.1.1 ([27, Ví dụ 6.19]). Cho X là một đa tạp xạ ảnh trên không gian

xạ ảnh Pn và k là một số nguyên dương sao cho 1 ≤ k ≤ n. Đa tạp Fano Fk(X) là

tập hợp gồm tất cả không gian con tuyến tính k chiều chứa trong X, nghĩa là

Fk(X) = {W ⊂ X| dimW = k} ⊂ G(n+ 1, k + 1).

Đa tạp Fano Fk(X) là đa tạp con trơn của đa tạp Grassmann G(k + 1, n+ 1).

Cấu trúc đa tạp xạ ảnh của đa tạp Fano Fk(X) được thừa hưởng từ cấu trúc đa
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tạp xạ ảnh của đa tạp Grassmann. Thông qua phép nhúng Plücker, chúng ta cũng

nhận được định nghĩa bậc của đa tạp Fano Fk(X).

Trong chương này, chúng tôi tìm hiểu các kết quả gần đây liên quan đến bậc

của đa tạp Fano Fk(X) trong trường hợp X là một siêu mặt xạ ảnh tổng quát bậc

d, tức là tập nghiệm của một đa thức thuần nhất bậc d. Trên cơ sở đó, chúng tôi

nghiên cứu và đưa ra một công thức tính bậc cho đa tạp Fano Fk(X) trong trường

hợp X là một giao đầy đủ xạ ảnh tổng quát loại d = (d1, . . . , dr), tức là giao của r

siêu mặt bậc di, i = 1, . . . , r với r là đối chiều của X trong không gian xạ ảnh Pn.

Chú ý rằng ở đây chúng ta giả sử rằng X phải là tổng quát, tức là X phải thuộc

một tập mở trù mật nào đó. Nói một cách đơn giản, điều kiện tổng quát có nghĩa

là hầu hết các trường hợp xảy ra chúng ta sẽ thu được cùng một kết quả như mong

đợi.

2.2 Nguyên lý chẻ

Định lý 2.2.1 ([20, Mục 5.4]). (Nguyên lý chẻ). Cho E là một phân thớ vectơ hạng

r trên đa tạp xạ ảnh X. Khi đó, tồn tại một đa tạp xạ ảnh Y và một đồng cấu

phẳng f : Y → X sao cho

i. Đồng cấu kéo về f∗ : A(X) → A(Y ) là đơn ánh;

ii. f∗(E) ∼= L1 ⊕ · · · ⊕ Lr, với Li là phân thớ đường thẳng trên Y .

Áp dụng Mệnh đề 1.2.3 và Định lý 2.2.1, ta có

c(E) =

r∏
i=1

(1 + c1(Li)).

Đặt αi = c1(Li) ∈ A1(X), ta có

c(E) =

r∏
i=1

(1 + αi),

trong đó α1, . . . , αr được gọi là các nghiệm Chern của E.

Nói cách khác, ta thể xem các lớp Chern của phân thớ vectơ E như các đa thức

đối xứng cơ bản theo r biến α1, . . . , αr.

39



Hơn nữa, chúng ta có:

c0(E) = 1,

c1(E) =
∑
1≤i≤r

αi,

c2(E) =
∑

1≤i<j≤r

αiαj ,

. . . ,

cr(E) = α1α2 . . . αr.

Các Mệnh đề sau đây sẽ hữu ích khi chúng ta làm những tính toán trên các lớp

Chern của một phân thớ vectơ.

Mệnh đề 2.2.1 ([22, Chú ý 3.2.3 và Ví dụ 3.2.6]). Cho E và F là hai phân thớ

vectơ với các nghiệm Chern (αi)i và (βj)j. Khi đó, ta có các khẳng định sau:

i. E∗ có các nghiệm Chern là (−αi)i.

ii. E ⊗ F có các nghiệm Chern là

(αi + βj)i,j .

iii. SymdE có các nghiệm Chern là

(αi1 + · · ·+ αid)i1≤···≤id .

iv. ∧dE có các nghiệm Chern là

(αi1 + · · ·+ αid)i1<···<id .

Ví dụ 2.2.1. Cho E là phân thớ vectơ hạng 2 trên đa tạp xạ ảnh X với chiều 4.

Khi đó lớp Chern của Sym3E được tính thông qua các lớp Chern của E như sau:

Giả sử α1, α2 là các nghiệm Chern của E. Khi đó Sym3E có các nghiệm Chern là

3α1, 2α1 + α2, α1 + 2α2, 3α2.

Vì vậy, chúng ta có:

c1(Sym
3E) = 3α1 + 2α1 + α2 + α1 + 2α2 + 3α2

= 6(α1 + α2)

= 6c1(E).
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Tương tự, chúng ta có:

c2(Sym
3E) = 11c1(E)

2 + 10c2(E),

c3(Sym
3E) = 6c1(E)

3 + 30c1(E)c2(E),

c4(Sym
3E) = 18c1(E)

2c2(E) + 9c2(E)
2.

Mệnh đề 2.2.2 ([22, Ví dụ 3.2.2]). Nếu E là phân thớ vectơ hạng r và L là phân

thớ đường thẳng thì

ck(E ⊗ L) =

k∑
i=0

(
r − i

k − i

)
c1(L)

k−ici(E).

Mệnh đề 2.2.3 ([20, Mệnh đề 5.25]). Lớp Chern thứ nhất của phân thớ tiếp xúc

TG của đa tạp Grassmann G = G(k, V ) là

c1(TG) = (n+ 1)σ1,

trong đó σ1 = c1(S∗) = c1(Q) với S∗ là phân thớ đối ngẫu của phân thớ con phổ

dụng S và Q là phân thớ thương phổ dụng của đa tạp Grassmann G(k, n).

Mệnh đề 2.2.4 ([20, Mục 7.3.5]). Các lớp Chern của phân thớ con phổ dụng S và

phân thớ thương phổ dụng Q của đa tạp Grassmann G(k, n) được xác định như sau

ci(S) = (−1)iσ1i ,∀i = 1, . . . , k

ci(Q) = σi,∀i = 1, . . . , n− k,

trong đó σi và σ1i là lớp chu trình đặc biệt của vành Chow A(G).

Ví dụ 2.2.2. Trên đa tạp Grassmann G(k + 1, n + 1), xét phân thớ đối ngẫu S∗

của phân thớ con S hạng k + 1. Lấy W ∈ G(k + 1, n + 1), khi đó nhát cắt của S∗

tại W là H0(W,OW (1)). Do đó, ta có:

S∗ = L0 ⊕ L1 ⊕ · · · ⊕ Lk, với Li là các phân thớ đường thẳng.

Lớp Chern toàn phần của S∗ được biểu diễn dưới dạng

c(S∗) = 1 + c1(S∗) + · · ·+ ck+1(S∗).

Theo Nguyên lý chẻ (2.2.1), ta có:

c(S∗) = (1 + α0) · · · (1 + αk),
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với αi = c1(Li) là các nghiệm Chern.

Xét phân thớ Symd(S∗) trên G(k + 1, n+ 1) với hạng(
d+ k

k

)
> (k + 1)(n− k).

Để tính lớp Chern của Symd(S∗) ta viết

Symd(S∗) =
⊕

a0+···+ak=d,ai∈N
La0

0 · · ·Lak

k

Mà c1(L
a0

0 · · ·Lak

k ) = a0α0 + . . .+ akαk nên ta thu được kết quả

c(Symd(S∗)) =
∏

a0+···+ak=d,ai∈N
(1 + a0α0 + · · ·+ akαk).

2.3 Đặc trưng số giao trên đa tạp Grassmann

Bằng cách sử dụng của công thức nội suy Lagrange phiên bản cho các đa thức

nhiều biến và bậc bị chặn, Hiep [33] đã chứng minh các đồng nhất thức liên quan

đến các đa thức đối xứng. Như một hệ quả, một phương pháp khác để xử lý các

số giao của các lớp đặc trưng trên đa tạp Grassmann được đưa ra. Trong luận án,

chúng tôi sử dụng kết quả này nghiên cứu công thức tính bậc của đa tạp Fano

Fk(X) trong trường hợp X là một giao đầy đủ.

Đầu tiên, chúng tôi trình bày một đồng nhất thức liên quan đến đa thức đối

xứng được đưa ra bởi Hiep [33]. Kết quả này được Hiep chứng minh bằng cách sử

dụng định lý chia đa thức nhiều biến. Trong luận án, chúng tôi sẽ cung cấp thêm

một cách chứng minh hoàn toàn khác bằng cách dùng những lập luận giải tích,

chứng minh này được trình bày cụ thể trong Chương 4 của luận án. Ở đây, chúng

tôi sẽ trình bày lại cách chứng minh của Hiep để so sánh với lập luận mà chúng tôi

đưa ra.

Để thuận tiện, ta sẽ sử dụng ký hiệu [n] thay cho tập {1, . . . , n}. Với mỗi tập con

I = {i1, . . . , ik} ⊂ [n] thì đặt λI = (λi1 , . . . , λik) và I
c = [n]\I.

Định lý 2.3.1 ([33, Định lý 1]). Cho P (x1, . . . , xk) là một đa thức đối xứng có bậc

không lớn hơn k(n− k), trong đó k, n là các số nguyên sao cho 0 < k < n. Khi đó,

ta có đồng nhất thức ∑
I⊂[n]

P (λI)∏
i∈I,j∈Ic

(λi − λj)
=
c(k, n)

k!
, (2.1)
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trong đó c(k, n) là hệ số của đơn thức xn−1
1 · · · xn−1

k trong khai triển của đa thức đối

xứng

P (x1, . . . , xk)
∏
i ̸=j

(xi − xj).

Chứng minh. Đặt

F (x1, . . . , xk) = P (x1, . . . , xk)
∏
j ̸=i

(xi − xj).

Theo giả thiết, bậc của đa thức F (x1, . . . , xk) không lớn hơn

k(n− k) + k(k − 1) = k(n− 1).

Vì đa thức P (x1, . . . , xk) là đa thức đối xứng nên đa thức F (x1, . . . , xk) cũng là đa

thức đối xứng. Theo định lý chia đa thức nhiều biến (xem [12, Định lý 3]), tồn tại

các đa thức Fi(x1, . . . , xk), với mọi i = 1, . . . , k và đa thức R(x1, . . . , xk) sao cho

R(x1, . . . , xk) = F (x1, . . . , xk)−
k∑

i=1

Fi(x1, . . . , xk)

n∏
j=1

(xi − λj)

trong đó tất cả các bậc riêng theo từng biến của đa thức R(x1, . . . , xk) không lớn

hơn n− 1. Theo công thức nội suy Lagrange, ta có:

R(x1, . . . , xk) =

n∑
i1=1

R(λi1 , x2, . . . , xk)Li1(x1).

Dùng công thức nội suy Lagrange cho các đa thức R(λi1 , x2, . . . , xk), ta có

R(x1, . . . , xk) =

n∑
i1=1

n∑
i2

R(λi1 , λ2, . . . , xk)Li1(x1)Li2(x2).

Tương tự, lập lại quá trình trên k lần, ta thu được

R(x1, . . . , xk) =

n∑
i1,...,ik=1

R(λI)

k∏
l=1

Lil(xl).

Với mỗi tập I = {i1, . . . , ik}, ta có R(λI) = F (λI). Nếu is = it với mọi s ̸= t

thì R(λI) = 0. Vì bậc của đa thức F (x1, . . . , xk) không quá k(n− 1) nên hệ số của

xn−1
1 · · ·xn−1

k trong đa thức R(x1, . . . , xk) cũng bằng với hệ số của x
n−1
1 · · ·xn−1

k trong

đa thức F (x1, . . . , xk). Điều này suy ra hệ số của xn−1
1 · · · xn−1

k trong F (x1, . . . , xk)

là

k!
∑
I⊂[n]

F (λI)∏
i∈I,j ̸=i

(λi − λj)
.
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Với mỗi I ⊂ [n], ta có

F (λI) = P (λI)
∏

i,j∈I,j ̸=i

(λi − λj),

và ∏
i∈I,j ̸=i

(λi − λj) =
∏

i∈I,j∈Ic
(λi − λj)

∏
i,j∈I,j ̸=i

(λi − λj).

Điều này chỉ ra rằng hệ số của xn−1
1 · · ·xn−1

k trong F (x1, . . . , xk) bằng với

k!
∑
I⊂[n]

P (λI)∏
i∈I,j∈Ic

(λi − λj)
.

Như vậy ta có điều phải chứng minh.

Kỹ thuật địa phương hóa trong lý thuyết giao đẳng biến cho phép chúng ta biểu

diễn số giao dưới dạng một số dữ liệu được gắn vào các điểm cố định của một tác

động xuyến. Trong trường hợp đặc biệt, đối với đa tạp Grassmann, chúng ta thu

được các công thức thú vị với quan hệ tầm thường liên quan đến các hàm hữu tỉ.

Trong [33], Hiep đã đề xuất một phương pháp mới để xử lý các số giao của các

lớp đặc trưng trên đa tạp Grassmann bằng cách sử dụng công thức Atiyah-Bott-

Berline-Vergne và kết quả của Định lý 2.3.1. Tiếp theo, chúng tôi trình bày lại kết

quả này và chứng minh chi tiết, vì đây là cơ sở quan trọng được sử dụng trong lập

luận chứng minh kết quả của chúng tôi.

Xét các số giao (bậc của lớp chu trình) sau đây:∫
G(k,n)

Φ(S) ,

∫
G(k,n)

Ψ(Q),

trong đó Φ(S),Ψ(Q) tương ứng là các lớp đặc trưng của các phân thớ con phổ dụng

S và phân thớ thương phổ dụng Q trên đa tạp Grassmann G(k, n).

Định lý 2.3.2 ([33, Hệ quả 1]). Giả sử rằng Φ(S) được đại diện bởi một đa thức đối

xứng P (x1, . . . , xk) với bậc không lớn hơn k(n−k), trong đó các biến x1, . . . , xk là các

nghiệm Chern của S và Ψ(Q) được đại diện bởi một đa thức đối xứng Q(y1, . . . , yn−k)

với bậc không lớn hơn k(n− k), trong đó các biến y1, . . . , yn−k là các nghiệm Chern

của Q. Khi đó chúng ta có các khẳng định sau đây:

i. ∫
G(k,n)

Φ(S) = (−1)k(n−k) c(k, n)

k!
,
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trong đó c(k, n) là hệ số của đơn thức xn−1
1 . . . xn−1

k trong khai triển của đa thức

P (x1, . . . , xk)
∏
j ̸=i

(xi − xj).

ii. ∫
G(k,n)

Ψ(Q) =
c(k, n)

(n− k)!
,

trong đó c(k, n) là hệ số của đơn thức yn−1
1 . . . yn−1

n−k trong khai triển của đa thức

Q(y1, . . . , yn−k)
∏
j ̸=i

(yi − yj).

Chứng minh. Xét tác động của xuyến T = (C∗)n lên Cn được cho bởi công thức

theo các tọa độ

(a1, . . . , an) · (x1, . . . , xn) = (a1x1, . . . , anxn).

Điều này cảm sinh một tác động xuyến lên đa tạp Grassmann G(k, n) với các điểm

cố định cô lập pI tương ứng với các phẳng tọa độ k chiều trong Cn. Mỗi điểm pI

được đánh số bởi một tập con k phần tử I ⊂ {1, . . . , n}.
Theo công thức Atiyah-Bott-Berline-Vergne, ta có∫

G(k,n)

Φ(S) =
∑
pI

ΦT (S|pI )
epI

và ∫
G(k,n)

Ψ(Q) =
∑
pI

ΨT (Q|pI )
epI

.

Với mỗi pI , các tác động xuyến lên các thớ S|pI và Q|pI có các đặc trưng ρi với

i ∈ I và ρj với j ∈ Ic tương ứng. Kết hợp với giả thiết, các điều này chỉ ra rằng các

lớp đặc trưng T - đẳng biến tại pI là

ΦT (S|pI ) = P (λI)

và

ΨT (Q|pI ) = Q(λIc).

Vì phân thớ tiếp xúc tại pI đẳng cấu với S∗⊗Q nên các đặc trưng của tác động

xuyến lên phân thớ tiếp xúc tại pI là

{ρi − ρj | i ∈ I, j ∈ Ic}.
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Do đó lớp T - Euler đẳng biến của phân thớ tiếp xúc tại pI là

epI =
∏

i∈I,j∈Ic
(λj − λi) = (−1)k(n−k)

∏
i∈I,j∈Ic

(λi − λj).

Do đó, ta nhận được∫
G(k,n)

Φ(S) = (−1)k(n−k)
∑

I⊂[n],|I|=k

P (λI)∏
i∈I,j∈Ic

(λi − λj)

và ∫
G(k,n)

Ψ(Q) =
∑

I⊂[n],|I|=k

Q(λIc)∏
i∈I,j∈Ic

(λj − λi)
=

∑
I⊂[n],|I|=n−k

Q(λI)∏
i∈I,j∈Ic

(λi − λj)
.

Kết hợp với Định lý 2.3.1, khẳng định của Định lý 2.3.2 được chứng minh như

mong đợi.

2.4 Bậc của đa tạp Fano của các không gian con

tuyến tính trên một siêu mặt xạ ảnh

Trong phần này, chúng ta sẽ liệt kê lại những kết quả đã biết về bậc của đa tap

Fano của các không gian con tuyến tính trên một siêu mặt xạ ảnh. Cho X là một

siêu mặt tổng quát bậc d trên không gian xạ ảnh Pn và k là một số nguyên dương

sao cho 1 ≤ k ≤ n. Để thuận tiện, ta đặt

δ(n, k, d) = (k + 1)(n− k)−
(
d+ k

k

)
.

Trong bài báo [38], Langer đã đưa ra kết quả về chiều của đa tạp Fano Fk(X) như

sau:

Định lý 2.4.1 ([38, Định lý 0.1]). Cho X ⊂ Pn là một siêu mặt đủ tổng quát bậc

d. Giả sử rằng d ̸= 2 (hoặc n ≥ 2k + 1). Khi đó

i. Nếu δ(n, k, d) < 0 thì đa tạp Fano Fk(X) = ∅,

ii. Nếu δ(n, k, d) ≥ 0 thì đa tạp Fano Fk(X) là đa tạp con trơn của đa tạp Grass-

mann G(k + 1, n+ 1) có chiều bằng δ(n, k, d).

Lớp chu trình của đa tạp Fano [Fk(X)] trong vành Chow A∗(G(k+1;n+1)) được

mô tả bởi định lý sau:
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Định lý 2.4.2 ([20, Mệnh đề 6.4]). Cho S là phân thớ con phổ dụng trên đa tạp

Grassmann G(k + 1, n+ 1) và Symd S∗ là luỹ thừa đối xứng thứ d của phân thớ đối

ngẫu S∗. Khi đó

[Fk(X)] = ctop(Sym
d S∗) ∈ A∗(G(k + 1;n+ 1)),

trong đó ctop(E) là lớp Chern cao nhất của phân thớ vectơ E.

Theo ngôn ngữ của lý thuyết giao, bậc của đa tạp Fano Fk(X) được biểu diễn

như là một số giao của các lớp đặc trưng trên đa tạp Grassmann.

deg(Fk(X)) =

∫
G(k+1,n+1)

c(d+k
d )(Sym

d S∗) · c1(Q)δ(n,k,d), (2.2)

trong đó S và Q là các phân thớ con phổ dụng và phân thớ thương phổ dụng trên

đa tạp Grassmann G(k + 1, n + 1), Symd S∗ là luỹ thừa đối xứng thứ d của phân

thớ đối ngẫu S∗ và ci(E) là lớp Chern thứ i của phân thớ vectơ E.

Áp dụng công thức Atiyah - Bott - Berline - Vergne của lý thuyết giao đẳng biến,

Hiep [31] đã chứng minh bậc của đa tạp Fano Fk(X) được biểu diễn dưới dạng tổng

của các hàm phân thức đối xứng như sau:

Gọi I là tập hợp gồm tất cả các tập con I có k + 1 phần tử của tập hợp

{1, . . . , n+1}. Trên vành đa thức C[h1, . . . , hn+1] với n+1 biến h1, . . . , hn+1, với mỗi

tập I ∈ I, ta đặt

SI =
∏

vi∈N,
∑

i∈I vi=d

∑
i∈I

vihi

 , QI =
∑
j ̸∈I

hj

và

TI =
∏
i∈I

∏
j ̸∈I

(hi − hj).

Khi đó SI , QI và TI là các đa thức của vành C[h1, . . . , hn+1].

Định lý 2.4.3 ([31, Định lý 1.1]). Lấy k, n, d ∈ N thỏa mãn d ̸= 2 (hoặc n ≥ 2k+1)

và δ(n, d, k) ≥ 0 và X ⊂ Pn là siêu mặt tổng quát bậc d. Khi đó, bậc của đa tạp

Fano Fk(X) được xác định bởi

deg(Fk(X)) = (−1)δ(n,k,d)
∑
I∈I

SIQ
δ(n,k,d)
I

TI
, (2.3)

trong đó tổng trên chạy trên khắp tất cả các tập I thuộc I.
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Chú ý 2.4.1. Vế phải của công thức (2.3) là một hàm phân thức hữu tỉ và định

lý trên nói rằng nó thật sự là hàm hằng, hơn nữa là một số nguyên không âm.

Ví dụ 2.4.1. Cho k = 1 và X ⊂ P3 là một siêu mặt tổng quát bậc ba. Trong trường

hợp này, đa tạp Fano F1(X) có số chiều là δ(n, k, d) = 0. Bậc của F1(X) được tính

toán theo công thức trên như sau:

deg(F1(X)) =
∑

{i1,i2}⊂{1,2,3,4}

3hi1(2hi1 + hi2)(hi1 + 2hi2)3hi2
(hi1 − hj1)(hi1 − hj2)(hi2 − hj1)(hi2 − hj2)

,

trong đó {j1, j2} là phần bù của tập {i1, i2} trong tập {1, 2, 3, 4}. Sau khi đơn giản

hoá vế phải của công thức trên, chúng ta thu được bậc của đa tạp Fano F1(X) là

27.

Nếu k, n, d ∈ N thỏa mãn d ̸= 2 (hoặc n ≥ 2k + 1) và δ(n, k, d) = 0 thì đa tạp

Fano Fk(X) có chiều bằng 0. Trong trường hợp này bậc của đa tạp Fano Fk(X)

bằng với số không gian con tuyến tính k-chiều của X.

Đặc biệt, nếu k = 1 và δ(n, k, d) = 0 thì d = 2n− 3. Trong trường hợp này, ta có

I = {{i, j} | 1 ≤ i < j ≤ n+ 1}.

Với mỗi I = {i, j} ∈ I, ta có

SI =

2n−3∏
a=0

(ahi + (2n− 3− a)hj)

và

TI =
∏
k ̸=i,j

((hi − hk)(hj − hk).

Từ đó đưa đến hệ quả sau:

Hệ quả 2.4.1 ([31, Hệ quả 1.2]). Với các ký hiệu đã nêu ở trên, nếu d ̸= 2 (hoặc

n ≥ 2k + 1) và δ(n, k, d) = 0. Khi đó số các không gian con tuyến tính trên X bằng∑
I∈I

SI
TI
.

Đặc biệt, số đường thẳng trên một siêu mặt tổng quát bậc 2n− 3 trong Pn bằng∑
1≤i<j≤n+1

∏2n−3
a=0 (ahi + (2n− 3− a)hj)∏
k ̸=i,j((hi − hk)(hj − hk)

.
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2.5 Bậc của đa tạp Fano của các không gian con

tuyến tính trên một giao đầy đủ xạ ảnh

Cho X là một giao đầy đủ tổng quát loại d = (d1, . . . , dr) trong không gian xạ

ảnh Pn với n ≥ 4 và di ≥ 2 với mọi i = 1, . . . , r. Để thuận tiện, chúng ta đặt

δ(n, d, k) = (k + 1)(n− k)−
r∑

i=1

(
di + k

k

)
.

Định lý 2.5.1 ([16, Định lý 2.1]). Nếu X không là giao đầy đủ bậc hai (hoặc

n ≥ 2k + r) và δ(n, d, k) ≥ 0 thì đa tạp Fano Fk(X) là đa tạp con trơn của đa tạp

Grassmann G(k + 1, n+ 1) có chiều bằng δ(n, d, k).

Debarre - Manivel đã chỉ ra công thức tính bậc cho Fk(X) như sau:

Định lý 2.5.2 ([16, Định lý 4.3]). Với các ký hiệu nêu trên, nếu X không là giao

đầy đủ bậc hai (hoặc n ≥ 2k + r) và δ(n, d, k) ≥ 0 thì bậc của đa tạp Fano Fk(X)

được xác định như sau:

deg(Fk(X)) = e(n, d, k),

trong đó e(n, d, k) là hệ số của đơn thức xn0x
n−1
1 · · ·xn−k

k trong khai triển của đa thức

r∏
i=1

∏
a0+···+ak=di,ai∈N

(a0x0 + · · ·+ akxk)(x0 + · · ·+ xk)
δ(n,d,k)

∏
i<j

(xi − xj).

Ví dụ 2.5.1. Chúng ta xét lại Ví dụ 2.4.1 ở trên. Từ phát biểu của Định lý 2.5.2,

bậc của đa tạp Fano F1(X) được tính như sau:

deg(F1(X)) = e(3, (3), 1),

trong đó e(3, (3), 1) là hệ số của x30x
2
1 trong khai triển đa thức.

3x0(2x0 + x1)(x0 + 2x1)3x1(x0 − x1).

Sau khi khai triển và rút gọn các đơn thức cùng bậc, chúng ta thu được

e(3, (3), 1) = 27.

Do đó, bậc của đa tạp FanoF1(X) bằng 27.

Sử dụng Định lý (2.3.2), chúng tôi đã đưa ra một đặc trưng tổ hợp cho bậc của

đa tạp Fano Fk(X) của các không gian con tuyến tính trên một giao đầy đủ trong

không gian xạ ảnh.
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Định lý 2.5.3. Với các ký hiệu nêu trên, nếu X không là giao đầy đủ bậc hai (hoặc

n ≥ 2k + r) và δ(n, d, k) ≥ 0 thì bậc của đa tạp Fano Fk(X) được xác định bởi

deg(Fk(X)) =
c(n, d, k)

(k + 1)!
, (2.4)

trong đó c(n, d, k) là hệ số của đơn thức xn0 · · ·xnk trong khai triển của đa thức

r∏
i=1

∏
a0+···+ak=di,ai∈N

(a0x0 + · · ·+ akxk)(x0 + · · ·+ xk)
δ(n,d,k)

∏
i̸=j

(xi − xj).

Để chứng minh Định lý 2.5.3, chúng tôi cần sử dụng kết quả của Bổ đề sau:

Bổ đề 2.5.1 ([20, Mệnh đề 6.4]). Cho X là một giao đầy đủ tổng quát loại d =

(d1, . . . , dr) trong không gian xạ ảnh Pn. Đa tạp F = Fk(X) là tập không điểm của

một nhát cắt toàn cục của phân thớ vectơ

F =

r⊕
i=1

Symdi S∗.

Chứng minh. Giả sử X = X1 ∩ · · · ∩Xr ⊆ Pn là giao của của r siêu mặt X1, . . . , Xr

với deg(Xi) = di với mọi i = 1, . . . , r. Khi đó, mỗi Fk(Xi) là tập không điểm của

nhát cắt toàn cục si của Symdi S∗. Vì vậy, đa tạp F là giao của các tập không điểm

Fk(Xi), và là tập không điểm của nhát cắt toàn cục s = (s1, . . . , sr) của phân thớ

vectơ F .

Chứng minh Định lý 2.5.3. Theo Định lý 2.4.2, lớp chu trình [Fk(X)] là lớp Chern

cao nhất của phân thớ vectơ F . Nếu δ(n, d, k) ≥ 0 thì

deg(Fk(X)) =

∫
G(k+1,n+1)

r∏
i=1

ctop(Sym
di S∗) · c1(S∗)δ(n,d,k), (2.5)

trong đó ctop(E) là lớp Chern cao nhất của phân thớ vectơ E.

Theo Nguyên lý chẻ, lớp đặc trưng
r∏

i=1

ctop(Sym
di S∗) · c1(S∗)δ(n,d,k)

là được biểu diễn dưới dạng một đa thức đối xứng

(−1)(k+1)(n−k)
r∏

i=1

∏
a0+···+ak=di,ai∈N

(a0x0 + · · ·+ akxk)(x0 + · · ·+ xk)
δ(n,d,k),

trong đó x0, . . . , xk là nghiệm Chern của phân thớ con S trên G(k + 1, n+ 1).

Áp dụng Định lý 2.3.2, ta có điều cần chứng minh.
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Chú ý rằng, công thức tính bậc (2.4) có vẻ tương tự như công thức của Debarre

và Manivel trong Định lý 2.5.2. Tuy nhiên, ở đây chúng ta xem xét hệ số của đơn

thức xn0 · · · xnk trong tích của đa thức

r∏
i=1

∏
a0+···+ak=di,ai∈N

(a0x0 + · · ·+ akxk)(x0 + · · ·+ xk)
δ(n,d,k)

với biệt số

∆ =
∏
i̸=j

(xi − xj)

thay cho hệ số của đơn thức xn0x
n−1
1 · · ·xn−k

k trong tích của đa thức trên với định

thức Vandermonde

V =
∏
i<j

(xi − xj).

Hơn nữa, phương pháp tiếp cận của chúng tôi hoàn toàn khác với phương pháp

của Debarre - Manivel. Chúng tôi sử dụng kỹ thuật xử lý số giao của các lớp đặc

trưng trên đa tạp Grassmann được đề xuất bởi Hiep trong [33].

Ví dụ 2.5.2. Chúng ta trở lại với Ví dụ 2.4.1 ở trên. Theo định lý 2.5.3, bậc của

đa tạp Fano F1(X) được tính như sau:

deg(F1(X)) =
c(3, (3), 1)

2!
,

trong đó c(3, (3), 1) là hệ số của đơn thức x30x
3
1 trong khai triển của đa thức

3x0(2x0 + x1)(x0 + 2x1)3x1(x0 − x1)(x1 − x0).

Sau khi khai triển và rút gọn các đơn thức cùng bậc, chúng ta thu được

c(3, (3), 1) = 54.

Do đó, bậc của đa tạp Fano F1(X) là 27.

Ví dụ 2.5.3. Lấy X ⊂ P4 là một siêu mặt bậc 4. Trong trường hợp này, chiều của

đa tạp Fano F1(X) là δ(4, (4), 1) = 1, tức là F1(X) ⊆ G(2, 5) ⊆ P9 là một đường

cong xạ ảnh trơn. Bậc của đa tạp Fano F1(X) được tính như sau:

deg(F1(X)) =
c(4, (4), 1)

2!
,

trong đó c(4, (4), 1) là hệ số của đơn thức x40x
4
1 trong khai triển của đa thức

4x0(3x0 + x1)(2x0 + 2x1)(x0 + 3x1)4x1(x0 + x1)(x0 − x1)(x1 − x0).
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Sau khi khai triển và rút gọn các đơn thức cùng bậc, chúng ta thu được

c(4, (4), 1) = 640.

Do đó, bậc của đa tạp Fano F1(X) là 320.

Ví dụ 2.5.4. Lấy X = X1 ∩ X2 ⊂ P5 là giao của hai siêu mặt X1 và X2 với

deg(X1) = 2 và deg(X2) = 3. Trong trường hợp này, chiều của đa tạp Fano F1(X)

là δ(5, (2, 3), 1) = 1, tức là đa tạp Fano F1(X) ⊂ G(2, 6) ⊂ P14 là một đường cong

xạ ảnh trơn. Bậc của đa tạp Fano F1(X) được tính như sau:

deg(F1(X)) =
c(5, (2, 3), 1)

2!
,

trong đó c(5, (2, 3), 1) là hệ số của đơn thức x50x
5
1 trong khai triển của đa thức

2x0(x0 + x1)2x13x0(2x0 + x1)(x0 + 2x1)3x1(x0 + x1)(x0 − x1)(x1 − x0).

Sau khi khai triển và rút gọn các đơn thức cùng bậc, chúng ta thu được

c(5, (2, 3), 1) = 360.

Do đó, bậc của đa tạp Fano F1(X) là 180.

Ví dụ 2.5.5. Lấy X = X1 ∩X2 ∩X3 ⊂ P6 là giao của ba siêu mặt bậc 2. Khi đó,

chiều của đa tạp Fano F1(X) là δ(6, (2, 2, 2), 1) = 1, tức là F1(X) ⊂ G(2, 7) là một

đường cong xạ ảnh trơn. Bậc của đa tạp Fano F1(X) được tính như sau:

deg(F1(X)) =
c(6, (2, 2, 2), 1)

2!
,

trong đó c(6, (2, 2, 2), 1) là hệ số của đơn thức x60x
6
1 trong khai triển của đa thức

2x0(x0 + x1)2x12x0(x0 + x1)2x12x0(x0 + x1)2x1(x0 + x1)(x0 − x1)(x1 − x0).

Sau khi khai triển và rút gọn các đơn thức cùng bậc, chúng ta thu được

c(6, (2, 2, 2), 1) = 256.

Do đó, bậc của đa tạp Fano F1(X) là 128.

2.6 Công thức giống - bậc của đường cong Fano

Định lý 2.6.1. Cho X là một giao đầy đủ tổng quát loại d = (d1, . . . , dr) trong

không gian xạ ảnh Pn. Nếu δ(n, d, k) = 1 thì đa tạp Fano Fk(X) là một đường cong

xạ ảnh trơn liên thông với bậc d và giống g thỏa mãn đẳng thức sau:

g = 1 +

r∑
i=1

(
di + k

k + 1

)
− n− 1

2
d.
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Kết quả của Định lý 2.6.1 có thể xem như là một sự tổng quát cho các công việc

của Markushevich [40] và Tennision [51].

Để chứng minh Định lý 2.6.1, trước tiên chúng tôi chứng minh Bổ đề sau.

Bổ đề 2.6.1. Nếu E là phân thớ vectơ có hạng k + 1 và SymmE là lũy thừa đối

xứng bậc m của E thì hạng của SymmE là
(
m+k
k

)
và

c1(Sym
mE) =

(
m+ k

k + 1

)
c1(E),

trong đó c1(E) là lớp Chern thứ nhất của phân thớ vectơ E.

Chứng minh. Chúng ta sẽ chứng minh Bổ đề bằng phương pháp quy nạp theo m

và k.

1. Vớim = 1 ta có Sym1E = E. Do đó, với mọi k, hạng của Sym1E là
(
1+k
k

)
= k+1

và

c1(Sym
1E) = c1(E) =

(
1 + k

k + 1

)
c1(E).

Như vậy, bổ đề đúng với (1, k), với mọi k ≥ 0.

2. Với k = 0 thì E là một phân thớ đường thẳng. Do đó, với mọi m, SymmE cũng

là một phân thớ đường thẳng. Suy ra hạng của SymmE là
(
m+0
0

)
= 1 và

c1(Sym
mE) = mc1(E) =

(
m+ 0

0 + 1

)
c1(E).

Như vậy, bổ đề đúng với (m, 0), với mọi m ≥ 1.

3. Với m > 1 và k > 0, giả sử rằng Bổ đề đúng với (m− 1, k) và (m, k− 1). Chúng

ta sẽ chứng minh rằng Bổ đề đúng với (m, k). Bằng cách lý luận tương tự như

trong [20, Bổ đề 7.6], chúng ta xét dãy khớp của các phân thớ vectơ

0 −→ L −→ E −→ E′ −→ 0,

trong đó L là một phân thớ đường thẳng và E′ là một phân thớ vectơ có hạng

k. Vì vậy chúng ta có

c1(E) = c1(L) + c1(E
′).

Theo tính phổ dụng của các lũy thừa đối xứng ([19, Mệnh đề A.2.2.d]) ta thấy

rằng với mọi m > 1 ta có dãy khớp

0 −→ L⊗ Symm−1E −→ SymmE −→ SymmE′ −→ 0.
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Do đó Bổ đề cũng đúng với (m− 1, k), vì thế hạng của L⊗ Symm−1E là hạng

của Symm−1E và bằng
(
m−1+k

k

)
và

c1(L⊗ Symm−1E) =

(
m− 1 + k

k

)
c1(L) + c1(Sym

m−1E)

=

(
m− 1 + k

k

)
c1(L) +

(
m− 1 + k

k + 1

)
c1(E).

Do đó Bổ đề đúng với (m, k − 1), vì thế hạng của SymmE′ là
(
m+k−1
k−1

)
và

c1(Sym
mE′) =

(
m+ k − 1

k

)
c1(E

′).

Vì vậy hạng của SymmE là(
m+ k − 1

k − 1

)
+

(
m− 1 + k

k

)
=

(
m+ k

k

)
,

và

c1(Sym
mE) = c1(L⊗ Symm−1E) + c1(Sym

mE′)

=

(
m− 1 + k

k

)
c1(L) +

(
m− 1 + k

k + 1

)
c1(E) +

(
m+ k − 1

k

)
c1(E

′)

=

(
m+ k − 1

k

)
c1(E) +

(
m+ k − 1

k + 1

)
c1(E)

=

(
m+ k

k + 1

)
c1(E).

Như vậy Bổ đề đúng với mọi (m, k).

Chứng minh Định lý 2.6.1. Đặt F = Fk(X). Nếu δ(n, d, k) = 1 thì bậc d và giống g

của F thì được tính như sau:

d =

∫
G

[F ] · σ1

và

g = 1− χ(OF ) = 1− 1

2

∫
F

c1(TF ),

trong đó TF là phân thớ tiếp xúc trên F . Để xác định c1(TF ), chúng ta xem xét dãy

khớp chuẩn tắc sau:

0 −→ TF −→ TG|F −→ NF/G −→ 0,

trong đó NF/G là phân thớ tầm thường của F trong G. Theo Bổ đề 2.5.1, F là tập

các không điểm của F nên NF/G đẳng cấu F|F . Theo Bổ đề 2.6.1 và Mệnh đề 2.2.3,
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chúng ta có ∫
F

c1(TF ) =

∫
F

(c1(TG|F )− c1(F|F ))

=

∫
G

(c1(TG)− c1(F)) · [F ]

=

∫
G

(n+ 1)σ1 −
r∑

i=1

c1(Sym
di S∗)

 · [F ]

=

∫
G

(n+ 1)−
r∑

i=1

(
di + k

k + 1

)σ1 · [F ]

=

n+ 1−
r∑

i=1

(
di + k

k + 1

)∫
G

σ1 · [F ]

=

n+ 1−
r∑

i=1

(
di + k

k + 1

) d.

Như vậy, ta đã hoàn thành chứng minh công thức liên hệ giữa giống và bậc.

Ví dụ 2.6.1. Cho X là một siêu mặt tổng quát bậc bốn ba chiều trong không gian

xạ ảnh P4. Trong trường hợp này, δ(4, (4), 1) = 1. Theo [52, Mục 2], đa tạp Fano

F1(X) là đường cong xạ ảnh trơn bậc d = 320 và giống g = 801 thỏa mãn

g = 1 +

(
5

2

)
− 5

2
d = 1 +

5

2
d.

Tổng quát hơn, nếu X ⊂ Pn (n ≥ 4) là một siêu mặt bậc 2n − 4 thì đa tạp Fano

F1(X) ⊂ P(
n+1
2 )−1 là đường cong xạ ảnh trơn bậc d và giống g thỏa mãn công thức

sau:

g = 1 +

(
2n− 3

2

)
− n− 1

2
d.

Ví dụ 2.6.2. Cho X ⊂ P5 là một giao đầy đủ tổng quát loại (2, 3). Khi đó

δ(5, (2, 3), 1) = 1. Theo [43, Định lý 2.2 (i)], đa tạp Fano F1(X) là đường cong

trơn bậc d = 180 và giống g = 271 thỏa mãn

g = 1 +

(
3

2

)
+

(
4

2

)
− 6

2
d = 1 +

3

2
d.

Tổng quát hơn, nếu X ⊂ Pn (n ≥ 5) là một giao đầy đủ tổng quát loại (n− 3, n− 2)
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thì F1(X) là đường cong xạ ảnh trơn bâc d và giống g thỏa mãn công thức sau:

g = 1 +

(
n− 2

2

)
+

(
n− 1

2

)
− n− 1

2
d.

Ví dụ 2.6.3. Cho X ⊂ P6 là một giao đầy đủ tổng quát loại (2, 2, 2). Khi đó

δ(6, (2, 2, 2), 1) = 1. Theo [43, Định lý 2.2 (ii)], đa tạp Fano F1(X) là đường cong xạ

ảnh trơn bậc d = 128 và giống g = 129 thỏa mãn

g = 1 +

(
3

2

)
+

(
3

2

)
+

(
3

2

)
− 7

2
d = 1 + d.

Tống quát hơn, nếu X ⊂ Pn (n ≥ 6) là một giao đầy đủ tổng quát loại (2, n−4, n−4)

thì đa tạp Fano F1(X) đường cong xạ ảnh trơn bâc d và giống g thỏa mãn công

thức sau:

g = 1 +

2

(
n− 3

2

)
− n+ 2

2
d.
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Chương 3

Đặc trưng Euler của phân

thớ Tango

Năm 1976, Hiroshi Tango [51] đã xây dựng một phân thớ vectơ không phân

tách được hạng n− 1 trên không gian xạ ảnh Pn, gọi là phân thớ Tango. Áp dụng

kỹ thuật tính toán của lý thuyết giao trên không gian xạ ảnh, chúng tôi đưa ra

các kết quả cho các lớp đặc trưng của phân thớ Tango. Từ đó, dựa vào định lý

Hirzebruch-Riemann-Roch, chúng tôi thiết lập công thức cho đặc trưng Euler của

phân thớ Tango trên không gian xạ ảnh. Trong chương này, chúng tôi trình bày chi

tiết các kết quả chính trong bài báo [14].

3.1 Xây dựng phân thớ Tango

Định nghĩa 3.1.1. ([45, Định nghĩa 4.1.1]). Phân thớ vectơ E trên không gian xạ

ảnh Pn được gọi là phân thớ vectơ không phân tách được nếu nó không thể phân

tích thành tổng trực tiếp của hai phân thớ vectơ con.

Với E là phân thớ vectơ trên không gian xạ ảnh Pn và i là số tự nhiên, ta sử

dụng ký hiệu

hi(Pn, E) = dimC(H
i(Pn, E)),

trong đó Hi(Pn, E) là nhóm đối đồng điều thứ i của phân thứ vectơ E trên Pn.

Định nghĩa 3.1.2. ([45, Định nghĩa 4.1.1]) Phân thớ vectơ E trên không gian xạ

ảnh Pn được gọi là phân thớ đơn nếu h0(Pn, E∗ ⊗ E) = 1.
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Chú ý rằng, nếu E là phân thớ đơn thì E là phân thớ vectơ không phân tách

được.

Bổ đề 3.1.1 ([45, Bổ đề 4.3.1]). Giả sử E là một phân thớ toàn cục với hạng r > n.

Khi đó tồn tại một dãy khớp các phân thớ vectơ

0 −→ Or−n
Pn −→ E −→ F −→ 0,

trong đó F là một phân thớ vectơ hạng n.

Chứng minh. Vì E là một phân thớ toàn cục nên đồng cấu định giá ev là toàn cấu.

Do đó ta có dãy khớp

0 −→ K −→ H0(Pn, E)⊗OPn
ev−→ E −→ 0.

Hạt nhân K của đồng cấu định giá ev là phân thớ được xác định bởi

K = {(x, s) ∈ Pn ×H0(Pn, E) : s(x) = 0}.

Thông qua các phân thớ xạ ảnh liên kết ta có một ánh xạ

f : P(K) −→ Pn × P(H0(Pn, E)) −→ P(H0(Pn, E))

(x, [s]) 7−→ [s]
,

trong đó ánh xạ thứ hai là phép chiếu lên thành phần thứ hai.

Với mỗi [s] ∈ P(H0(Pn, E)), thớ

f−1([s]) ∼= {x ∈ Pn : s(x) = 0}

đẳng cấu với tập các không điểm của s.

Đặt h0(Pn, E) = N +1. Khi đó f là một ánh xạ từ đa tạp phức (n+N − r)-chiều

P(K) đến không gian xạ ảnh N - chiều P(H0(Pn, E)). Suy ra

codim(f(P(K)),P(H0(Pn, E))) ≥ r − n.

Do đó tồn tại một không gian con xạ ảnh (r − n − 1) - chiều P(V ) trong

P(H0(Pn, E)) mà không giao với f(P(K)). Điều này có nghĩa là nhát cắt s ∈ V ⊆
H0(Pn, E) không triệt tiêu. Khi đó dãy

V ⊗OPn ↪→ H0(Pn, E)⊗OPn
ex−→ E

cho ta một phân thớ con tầm thường V ⊗OPn ⊆ E có hạng r − n.
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Hệ quả 3.1.1 ([45, Phần 4.3]). Giả sử E là một phân thớ vectơ hạng r trên Pn với

r > n. Khi đó tồn tại dãy khớp

0 → OPn(a)⊕(r−n) −→ E −→ F −→ 0,

trong đó F là một phân thớ vectơ hạng n.

Để tìm một nhát cắt không triệt tiêu của phân thớ toàn cục E hạng r trong

không gian xạ ảnh Pn, ta chỉ cần xét lớp Chern cao nhất.

Bổ đề 3.1.2 ([45, Bổ đề 4.3.2]). Nếu lớp Chern cao nhất cr(E) của phân thớ toàn

cục E hạng r trong không gian xạ ảnh Pn triệt tiêu thì E chứa một phân thớ con

tầm thường có hạng bằng 1.

Chứng minh. Ta có thể giả sử r ≤ n. Ta lại xét dãy

0 −→ K −→ H0(Pn, E)⊗OPn
ev−→ E −→ 0.

Đặt N +1 = h0(Pn, E). Ánh xạ f : P(K) −→ P(H0(Pn, E)) biến đa tạp (N +(n− r))
chiều P(K) thành một không gian xạ ảnh N chiều. Lấy [s] ∈ P(H0(Pn, E)) là một

giá trị chính quy của f . Khi đó f−1([s]) là một đa tạp con (n− r) - chiều của P(K),

ký hiệu đa tạp này là Z. Ta có

Z = f−1([s]) ∼= {x ∈ Pn : s(x) = 0}.

Như vậy, Z được xem như là một đa tạp con của Pn.

Ta có s là hoành chính quy trên nhát cắt không điểm của E với tập không điểm

Z và do đó cr(E) có thể được đồng nhất với lớp đối ngẫu dPn(Z) của Z. Theo giả

thiết ta có

dPn(Z) = 0 hay degZ = 0.

Điều này chỉ xảy ra khi Z = ∅. Vậy s không có không điểm.

Bây giờ ta sẽ xây dựng phân thớ Tango trên Pn. Bắt đầu từ dãy khớp Euler sau

0 −→ OPn(−1) −→ O⊕(n+1)
Pn −→ TPn(−1) −→ 0.

Lũy thừa ngoài cấp n− 1 của dãy trên được xác định bởi

0 −→ Λn−2TPn(−1)⊗OPn(−1) −→ O⊕(n+1
n−1)

Pn −→ Λn−1TPn(−1) −→ 0. (3.1)

Hơn nữa,

Λn−1TPn(−1) ∼= Ω1
Pn ⊗ detTPn(−1) ∼= Ω1

Pn(2).
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Đặt E = ((Λn−2TPn(−1))⊗OPn(−1))∗. Khi đó đối ngẫu của dãy (3.1) là

0 −→ TPn(−2) −→ O⊕(n+1
2 )

Pn −→ E −→ 0.

Điều này chứng tỏ rằng E là một phân thớ toàn cục với hạng

r =

(
n+ 1

2

)
− n =

(
n

2

)
.

Với n ≥ 3 ta có r ≥ n, theo Hệ quả (3.1.1) tồn tại dãy khớp

0 −→ O⊕(r−n)
Pn −→ E −→ E′ −→ 0,

trong đó E′ là một phân thớ vectơ hạng n. Ta có E′ cũng là phân thớ toàn cục.

Lớp Chern cao nhất của E′ là

cn(E
′) = cn(E) = 0.

Theo Bổ đề (3.1.2), E′ chứa một phân thớ con tầm thường có hạng 1. Lấy Tn là

thương, nghĩa là

0 −→ OPn −→ E′ −→ Tn −→ 0

là dãy khớp. Do đó ta tìm được một phân thớ Tn có hạng n− 1 trên Pn với

c(Tn) = c(E′) = c(E) =
1

c(TPn(−2))
=

1− 2h

(1− h)n+1
,

với h là lớp siêu phẳng trong Pn.

Bây giờ ta sẽ chứng minh Tn là phân thớ đơn. Xét các dãy

0 −→ TPn(−2) −→ O⊕(n+1
2 )

Pn −→ E −→ 0, (3.2)

0 −→ O⊕(r−n)
Pn −→ E −→ E′ −→ 0, (3.3)

0 −→ OPn −→ E′ −→ Tn −→ 0. (3.4)

Lấy tích tenxơ dãy đối ngẫu của dãy (3.4) với Tn và xét dãy đối đồng điều liên kết,

ta được

h0(Pn, T ∗
n ⊗ Tn) ≤ h0(Pn, E′∗ ⊗ Tn).

Thực hiện tương tự với dãy (3.3), ta được

h0(Pn, E′∗ ⊗ Tn) ≤ h0(Pn, E∗ ⊗ Tn).

Ta chỉ còn phải chứng minh

h0(Pn, E∗ ⊗ Tn) = 1.
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Lấy tích tenxơ (3.4) và (3.3) với E∗, ta được các dãy khớp sau

0 −→ E∗ −→ E∗ ⊗ E′ −→ E∗ ⊗ Tn −→ 0,

0 −→ E∗⊕(r−n) −→ E∗ ⊗ E −→ E∗ ⊗ E′ −→ 0.

Với chú Ωk
Pn = ΛkΩ1

Pn, ta có

E∗ = Λn−2TPn(−1)⊗OPn(−1)

∼= Λ2Ω1
Pn(1)⊗ detTPn(−1)⊗OPn(−1)

∼= Λ2Ω1
Pn(1) = Ω2

Pn(2).

Nhắc lại, số chiều của nhóm đối đồng điều Hq(Pn,Ωk
Pn(d)) được tính bởi Công thức

Bott như sau

hq(Pn,Ωk
Pn(d)) =



(
d+n−k

d

)(
d−1
k

)
nếu q = 0, 0 ≤ k ≤ n, d > k

1 nếu 0 ≤ k = q ≤ n(−d+k
−d

)(−d−1
n−k

)
nếu q = n, 0 ≤ k ≤ n, d < k − n

0 trường hợp còn lại.

Do đó từ công thức Bott ta suy ra

h0(Pn, E∗) = h1(Pn, E∗) = 0.

Điều này đủ để chỉ ra rằng

h0(Pn, E∗) = h1(Pn, E∗) = 0.

Do đó E là phân thớ vectơ đơn.

Tiếp theo ta lấy tích tenxơ (3.2) với E∗, khi đó dãy đối đồng điều liên kết cho ta

kết quả

h0(Pn, E∗ ⊗ E) = h1(Pn, E∗ ⊗ TPn(−2)).

Cuối cùng, lấy tích tenxơ dãy Euler với E∗(−1) ta được

0 −→ E∗(−2) −→ E∗(−1)⊕(n+1) −→ E∗ ⊗ TPn(−2) −→ 0,

dãy đối đồng điều của dãy này cho ta kết quả mong muốn

h1(Pn, E∗(−1)) = 0 và h2(Pn, E∗(−2)) = 1.
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Đẳng thức cuối có thể được suy ra từ Công thức Bott cùng với thực tế rằng

E∗(−1) = Ω2
Pn(−1), E∗(−2) = Ω2

Pn .

Như vậy ta đã chứng minh được kết quả sau.

Định lý 3.1.1 ([45, Định lý 4.3.3]). Với mỗi số nguyên dương n, tồn tại một phân

thớ vectơ Tn không phân tách được hạng n− 1 trên không gian xạ ảnh Pn với

c(Tn) =
1− 2h

(1− h)n+1
,

với h là lớp siêu phẳng trong Pn. Phân thớ vectơ Tn được gọi là phân thớ Tango

trên không gian xạ ảnh Pn.

3.2 Định lý Hirzebruch-Riemann-Roch

Định nghĩa 3.2.1 ([22, Chương 3]). Cho E là một phân thớ vectơ hạng r trên đa

tạp xạ ảnh trơn X. Gọi α1, . . . , αi là các nghiệm Chern của phân thớ vectơ E.

Đặc trưng Chern của phân thớ vectơ E, ký hiệu là ch(E), được định nghĩa bởi

ch(E) =

r∑
i=1

eαi .

Lớp Todd của phân thớ vectơ E, ký hiệu là td(E), được định nghĩa bởi

td(E) =

r∏
i=1

αi
1− e−αi

.

Chú ý rằng

eαi =

r∑
n=0

αn
i

n!
= 1 + αi +

1

2
α2
i +

1

6
α3
i +

1

24
α4
i + . . . ,

và
αi

1− e−αi
= 1 +

1

2
αi +

∞∑
k=1

(−1)k−1 Bk

(2k)!
α2k
i ,

trong đó Bk là số Bernoulli thỏa mãn quan hệ

B0 = 1,

n−1∑
k=0

(
n

k

)
Bk = 0.
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Áp dụng Nguyên lý Chẻ và các khai triển trên ta có thể biểu diễn đặc trưng

Chern và lớp Todd của phân thớ vectơ E theo các lớp Chern như sau:

ch(E) = r + c1 +
1

2
(c21 − 2c2) +

1

6
(c31 − 3c1c2 + 3c3) + · · ·

td(E) = 1+
1

2
c1+

1

12
(c21+c2)+

1

24
c1c2−

1

720
(c41−4c21c2−3c22−c1c3+c4)+ · · · .

Mệnh đề 3.2.1 ([22, Chương 3]). Cho E và F là hai phân thớ vectơ. Khi đó

ch(E ⊗ F ) = ch(E) · ch(F ).
ch(E ⊕ F ) = ch(E) + ch(F ).

td(E ⊕ F ) = td(E) · td(F ).

Mệnh đề 3.2.2 ([22, Chương 3]). Giả sử 0 −→ E′ −→ E −→ E′′ −→ 0 là một dãy

khớp ngắn các phân thớ vectơ trên X. Khi đó

ch(E) = ch(E′) + ch(E′′).

Mệnh đề 3.2.3 ([22, Chương 3]). Mối liên hệ giữa đặc trưng Chern và các lớp

Chern của một phân thớ vectơ E được cho bởi

ch(E) =
∑
k≥0

1

k!
det(Mk),

trong đó ck = ck(E) và ma trận Mk được xác định như sau

Mk =



c1 1 0 . . . 0

2c2 c1 1 . . . 0
...

...
... · · · ...

(k − 1)ck−1 ck−2 ck−3 · · · 1

kck ck−1 ck−2 . . . c1


Quy ước det(M0) = rankE.

Mệnh đề 3.2.4 ([22, Chương 15]). Mối liên hệ giữa đặc trưng Chern và lớp Todd

của một phân thớ vectơ E hạng r được cho bởi
r∑

i=0

(−1)i ch(∧iE∗) = cr(E) · td(E)−1.

Cho E là phân thớ vectơ hạng r trên đa tạp xạ ảnh trơn X. Nhắc lại rằng, đặc

trưng Euler của phân thớ vectơ E, ký hiệu là χ(X,E), được định nghĩa bởi tổng

hình thức

χ(X,E) =
∑
k

(−1)khk(X;E),

trong đó hk(X;E) là số chiều của nhóm đối đồng điều thứ k của E trên X.
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Định lý 3.2.1 ([22, Chương 15]). (Định lý Hirzebruch-Riemann-Roch). Đặc trưng

Euler của phân thớ vectơ E trên đa tạp xạ ảnh trơn X được tính bởi công thức

χ(X,E) =

∫
X

ch(E). td(TX), (3.5)

trong đó
∫
X α là bậc của chu trình α trong vành Chow A(X).

Công thức (3.5) cho chúng ta một phương pháp hiệu quả để tính đặc trưng Euler

của phân thớ vectơ E trên đa tạp xạ ảnh trơn X theo đặc trưng Chern của E và

lớp Todd của phân thớ tiếp xúc TX . Đặc biệt, trên không gian xạ ảnh đặc trưng

Chern và lớp Todd có cấu trúc rất đơn giản. Vì thế, công thức (3.5) là một công

cụ thực sự mạnh để thực hiện các tính toán trên không gian xạ ảnh.

3.3 Đặc trưng Chern của phân thớ Tango

Mệnh đề 3.3.1. Các lớp Chern của phân thớ Tango Tn trên không gian xạ ảnh Pn

được xác định bởi

ck(Tn) =

[(
n+ k

k

)
− 2

(
n+ k − 1

k − 1

)]
hk, k = 1, 2, . . . ,

với h là lớp siêu phẳng trong Pn.

Chứng minh. Theo Định lý 3.1.1, lớp Chern toàn phần của phân thớ Tango Tn là

c(Tn) =
1− 2h

(1− h)n+1
. (3.6)

Ta có
1

(1− h)n+1
=
∑
k≥0

(
n+ k

k

)
hk.

Khai triển (3.6) ta được

c(Tn) =

n∑
k=0

(
n+ k

k

)
hk − 2h

n∑
k=0

(
n+ k

k

)
hk

= 1 +

n∑
k=1

(
n+ k

k

)
hk − 2

n∑
k=1

(
n+ k − 1

k − 1

)
hk

= 1 +

n∑
k=1

[(
n+ k

k

)
− 2

(
n+ k − 1

k − 1

)]
hk.
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Do đó, lớp Chern thứ k của phân thớ Tango được cho bởi ck(Tn) = ckh
k, trong đó

ck =

(
n+ k

k

)
− 2

(
n+ k − 1

k − 1

)
, với k = 1, 2, . . . .

Ta có c0 = 1 và ck = 0 với mọi k ≥ n.

Mệnh đề tiếp theo cho ta đặc trưng Chern của phân thớ Tango.

Mệnh đề 3.3.2. Với số nguyên n ≥ 3, đặc trưng Chern của phân thớ Tango Tn

trên không gian xạ ảnh Pn được xác định bởi

ch(Tn) = (n− 1) +

n∑
k=1

(−2)k − (−1)k(n+ 1)

k!
hk.

trong đó h là lớp siêu phẳng trong Pn.

Chứng minh. Đầu tiên chúng ta xác định lớp Chern toàn phần của các phân thớ

đường thẳng OPn(−1) và OPn(−2) là

c(OPn(−1)) = 1− h, c(OPn(−2)) = 1− 2h.

Khi đó chúng ta có

ch(OPn(−1)) =

n∑
k=0

1

k!
(−h)k, ch(OPn(−2)) =

n∑
k=0

1

k!
(−2h)k.

Xét dãy khớp

0 −→ OPn(−2) −→ O⊕(n+1)
Pn (−1) −→ TPn(−2) −→ 0, (3.7)

chúng ta thu được

ch(TPn(−2)) = (n+ 1) ch(OPn(−1))− ch(OPn(−2))

= (n+ 1)

n∑
k=0

1

k!
(−h)k −

n∑
k=0

1

k!
(−2h)k.

Từ dãy khớp (3.2) ta có kết quả

ch(E) =
1

2
n(n+ 1) ch(OPn)− ch(TPn(−2)).

Từ dãy khớp (3.3) ta có kết quả

ch(E′) = ch(E)− (r − n) ch(OPn).
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Vì OPn là phân thớ tầm thường nên ch(OPn) = rank(OPn) =
1

2
n(n− 1)− n+ 1.

Từ dãy khớp (3.4) chúng ta có

ch(Tn) = ch(E′)− ch(OPn)

= ch(E)− (r − n+ 1) ch(OPn)

= (2n− 1) ch(OPn)− ch(TPn(−2))

= (n− 1) +

n∑
k=1

(−2)k − (−1)k(n+ 1)

k!
hk.

3.4 Lớp Todd của phân thớ tiếp xúc trên không

gian xạ ảnh

Đầu tiên, chúng tôi trình bày định nghĩa và đưa ra một số tính chất của các số

Stirling loại một. Các số này là cầu nối liên kết cho các tính toán liên quan đến

lớp Todd của phân thớ tiếp xúc trên không gian xạ ảnh Pn và đặc trưng Euler của

phân thớ Tango.

Định nghĩa 3.4.1. ([47, Chương 4]). Cho các số nguyên dương k và n. Các số

Stirling loại một, ký hiệu là

n
k

, được định nghĩa bởi hệ số của xk trong khai triển

của

Rn(x) = x(x+ 1) . . . (x+ n− 1) =

n∑
k=0

n
k

xk.
Ta quy ước

0
0

 = 1.

Ví dụ 3.4.1. Một số giá trị đầu tiên của các số Stirling loại một được bởi bảng

sau
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0 1 2 3 4 5

0 1 • • • • •

1 0 1 • • • •

2 0 1 1 • • •

3 0 2 3 1 • •

4 0 6 11 6 1 •

5 0 24 50 35 10 1

Chú ý 3.4.1. Các số Stirling loại một

n
k

 còn có thể được định nghĩa là số cách

sắp xếp n phần tử thành k xích. Ví dụ, có tất cả

4
2

 = 11 cách xếp 4 phần tử

thành 2 xích, cụ thể như sau

[1, 2, 3][4], [1, 2, 4][3], [1, 3, 4][2], [2, 3, 4][1],

[1, 3, 2][4], [1, 4, 2][3], [1, 4, 3][2], [2, 4, 3][1],

[1, 2][3, 4], [1, 3][2, 4], [1, 4][2, 3].

Tiếp theo ta xét một số tính chất của các số Stirling loại một.

Bổ đề 3.4.1 ([47, Chương 4]). Với n và k là các số nguyên dương, ta có:n+ 1

k

 =

 n

k − 1

+ n

n
k

 .
Chứng minh. Ta có

Rn+1(x) = x(x+ 1) . . . (x+ n− 1)(x+ n) = nRn(x) + xRn(x).

Hệ số của xk ở vế trái là

n+ 1

k

.
Hệ số của xk trong nRn(x) là n

n
k

.
Hệ số của xk trong xRn(x) là

 n

k − 1

.
Bằng cách so sánh các hệ số của xk ta suy ra điều phải chứng minh.
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Bổ đề 3.4.2 ([47, Chương 4]). Với n và k là các số nguyên dương, ta có:

i.

n
1

 = (n− 1)!.

ii.
1

n!

n∑
k=1

n+ 1

k + 1

 = n.

Chứng minh.

i. Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp theo n. Với n = 1, theo định nghĩa ta có1
1

 = 1 = 0!.

Giả sử kết quả đúng với số nguyên dương n. Khi đó, từ giả thiết quy nạp ta

suy ra n+ 1

1

 =

n
0

+ n

n
1

 = 0 + n

n
1

 = n.(n− 1)! = n!.

Do đó ta có điều phải chứng minh.

ii. Xét đa thức Rn(x) như trong định nghĩa các số Stirling. Ta có Rn+1(1) = (n+1)!,

kết hợp với (i) và định nghĩa các số Stirling ta suy ra

(n+ 1)! =

n∑
k=0

n+ 1

k + 1


=

n+ 1

1

+

n∑
k=1

n+ 1

k + 1

 = n! +

n∑
k=1

n+ 1

k + 1



Từ đó suy ra

n∑
k=1

n+ 1

k + 1

 = (n+ 1)!− n! = n!(n+ 1)− n! = n!n.

Vậy đẳng thức thứ hai được chứng minh.

Định nghĩa 3.4.2. ([47, Chương 4]). Cho k là một số nguyên không âm, đa thức

Stirling, ký hiệu bởi Sn(x), được xác định bởi hàm mũ(
t

1− e−t

)x+1

=

∞∑
k=0

Sk(x)
tk

k!
.
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Ví dụ 3.4.2. Đa thức Stirling

S0(x) = 1,

S1(x) =
1

2
(x+ 1),

S2(x) =
1

12
(3x2 + 5x+ 2).

Kết quả sau đây cho ta mối liên hệ giữa đa thức Stirling và các số Stirling loại một.

Bổ đề 3.4.3 ([47, Chương 4]). Cho k và n là các số nguyên dương. Khi đó(
n

k

)
Sk(n) =

 n+ 1

n− k + 1

 ,
trong đó

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

Mệnh đề 3.4.1. Lớp Todd của phân thớ tiếp xúc trên Pn là

td(TPn) =

(
h

1− e−h

)n+1

=

n∑
k=0

Sk(n)
hk

k!
.

trong đó h là lớp siêu phẳng trong Pn.

Chứng minh. Xét dãy khớp Euler trên Pn

0 −→ OPn −→ OPn(1)⊕(n+1) −→ TPn −→ 0,

trong đó TPn là phân thớ tiếp xúc của Pn. Ta có c(OPn) = 1+0h = 1 và c(OPn(1)) =

1 + h. Từ đó suy ra

c(OPn(1)⊕(n+1)) = c(OPn(1))n+1 = (1 + h)n+1.

Áp dụng mệnh đề (1.2.4) vào dãy khớp Euler, ta có

c(TPn) =
c(OPn(1)⊕(n+1))

c(OPn)
= (1 + h)n+1.

Điều này chứng tỏ rằng TPn và OPn(1)⊕(n+1) có cùng các lớp Chern và do đó

chúng có cùng lớp Todd. Vì các nghiệm Chern của phân thớ OPn(1)⊕(n+1) là n+ 1

lần h nên ta có

td(TPn) = td(OPn(1))n+1 =

(
h

1− e−h

)n+1

=

n∑
k=0

Sk(n)
hk

k!
.

Vậy mệnh đề được chứng minh xong.
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3.5 Đặc trưng Euler của phân thớ Tango trên

không gian xạ ảnh

Định lý 3.5.1. Cho E là một phân thớ vectơ trên không gian xạ ảnh Pn. Khi đó

đặc trưng Euler của phân thớ E là

χ(Pn, E) = rank(E) +
1

n!

n∑
k=1

n+ 1

k + 1

 det(Mk).

trong đó Mk là ma trận được xác định như trong Mệnh đề 3.2.3.

Chứng minh. Áp dụng Định lý Hirzebruch-Riemann-Roch cho phân thớ vectơ E

trên Pn ta được

χ(Pn, E) =

∫
Pn

∑
k≥0

1

k!
det(Mk).

hn+1

(1− e−h)n+1
.

Theo Định nghĩa 3.4.2, ta có thể khai triển biểu thức tính td(TPn) thành đa thức

theo biến h như sau
hn+1

(1− e−h)n+1
=

∞∑
k=0

1

k!
Sk(n)h

k.

Do đó, ta chỉ cần tìm hệ số của hn trong khai triển của n∑
k=0

det(Mk)

k!

 .

 n∑
k=0

1

k!
Sk(n)h

k

 .

Hệ số của hn trong khai triển của tích trên được xác định bởi
n∑

k=0

det(Mk)

k!

Sn−k(n)

(n− k)!
=

1

n!

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
Sn−k(n) det(Mk)

=
1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
Sn−k(n) det(Mk) =

1

n!

n∑
k=0

n+ 1

k + 1

 det(Mk)

=
1

n!
n! det(M0) +

1

n!

n∑
k=1

n+ 1

k + 1

 det(Mk)

= rank(E) +
1

n!

n∑
k=0

n+ 1

k + 1

 det(Mk).

Đẳng thức thứ ba được suy ra từ Mệnh đề 3.4.3, đẳng thức thứ tư được suy ra từ

Mệnh đề 3.4.2 (i).
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Áp dụng Định lý 3.5.1, Mệnh đề 3.3.2 và Mệnh đề 3.4.1 ta thu được kết quả cho

đặc trưng Euler của phân thớ Tango.

Định lý 3.5.2. Đặc trưng Euler của phân thớ Tango Tn trên không gian xạ ảnh

Pn là 2n− 1.

Chứng minh. Vì phân thớ Tango Tn trên không gian xạ ảnh Pn có hạng bằng n− 1

nên từ Định lý 3.5.1 ta suy ra

χ(Pn, Tn) = (n− 1) +
1

n!

n∑
k=1

n+ 1

k + 1

 det(Mk).

Vì các hệ số của các ma trận Mk là các lớp Chern của phân thớ Tango Tn trên

không gian xạ ảnh Pn nên từ Mệnh đề 3.3.2 và Mệnh đề 3.2.3 ta suy ra

det(Mk) = (−2)k − (−1)k(n+ 1).

Theo định nghĩa của số Stirling ta có

xR(x+ 1) = x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n)

=

n+1∑
k=0

n+ 1

k

xk
=

n∑
k=0

n+ 1

k + 1

xk+1.

Vì vậy

R(x+ 1) =

n∑
k=0

n+ 1

k + 1

xk.
Từ đó suy ra

n∑
k=1

n+ 1

k + 1

xk = R(x+ 1)−

n+ 1

1

 = R(x+ 1)− n!.

Vì R(−1) = R(0) = 0, nên chúng ta có

n∑
k=1

n+ 1

k + 1

 pk =

n∑
k=1

n+ 1

k + 1

 (−2)k − (n+ 1)

n∑
k=1

n+ 1

k + 1

 (−1)k

= R(−1)− n!− (n+ 1)(R(0)− n!)

= n!n.
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Do đó

χ(Pn, Tn) = (n− 1) +
n!n

n!
= (n− 1) + n = 2n− 1.

Tiếp theo, ta sẽ áp dụng Định lý 3.5.1 để tính đặc trưng Euler của phân thớ

Tango trên không gian xạ ảnh Pn với một vài giá trị của n.

Ví dụ 3.5.1. Ta sẽ tính đặc trưng Euler của phân thớ Tango trên không gian xạ

ảnh P3. Hạng của phân thớ này là 2. Ta có

c1 = 2, c2 = 2, c3 = 0,

det(M1) = 2, det(M2) = 0, det(M3) = −4.

Từ đó suy ra

χ(P3, F ) = 2 +
1

6

2

4
2

+ 0

4
3

− 4

4
4




= 2 +
1

6
(2.11 + 0.6− 4.1)

= 5.

Ví dụ 3.5.2. Ta sẽ tính đặc trưng Euler của phân thớ Tango trên không gian xạ

ảnh P4. Hạng của phân thớ này là 3. Ta có

c1 = 3, c2 = 5, c3 = 5, c4 = 0.

det(M1) = 3, det(M2) = −1, det(M3) = −3, det(M4) = 11.

Từ đó suy ra

χ(P4, F ) = 3 +
1

24

3

5
2

−

5
3

− 3

5
4

+ 11

5
5




= 3 +
1

24
(3.50− 35− 3.10 + 11.1)

= 7.
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Chương 4

Bậc đại số trong quy hoạch

nửa xác định

Quy hoạch nửa xác định là một bài toán quan trọng của Quy hoạch toán học

bắt đầu từ năm 1990. Bài toán này có ứng dụng rất đa dạng trong Tối ưu lồi, Lý

thuyết điều khiển và Tối ưu hóa tổ hợp. Bắt đầu từ mối liên hệ giữa bậc đại số trong

quy hoạch nửa xác định với số giao của các lớp đặc trưng trên đa tạp Grassmann

được đưa ra bởi von Bothmer-Ranestad [11]. Sử dụng các kết quả liên quan đến

đồng nhất thức trên đa thức đối xứng kép và kỹ thuật xử lý số giao của các lớp

đặc trưng trên đa tạp Grassmann được đưa ra bởi Hiep [33], chúng tôi đưa ra một

đặc trưng tổ hợp cho bậc đại số trong quy hoạch nửa xác định.

Trong chương này, chúng tôi trình bày các kết quả chính của bài báo [37]. Cụ

thể hơn, chúng tôi đưa ra một đặc trưng tổ hợp cho bậc đại số trong quy hoạch nửa

xác định thông qua hệ số của một đơn thức trong khai triển của một đa thức đối

xứng kép. Đồng thời, sử dụng đặc trưng này kết hợp với các kết quả được chúng

tôi chỉ ra của lớp các đa thức đối xứng, chúng tôi chứng minh lại những kết quả

được chỉ ra bởi Nie-Ranestad-Sturmfels trong [44] theo một cách đơn giản hơn.

4.1 Bậc đại số trong quy hoạch nửa xác định

Chúng ta ký hiệu Sn là không gian vectơ
(
n+1
2

)
-chiều của các ma trận đối xứng

cấp n trên trường số thực R và QSn khi các phần tử của các ma trận đối xứng cấp

n thuộc trường các số hữu tỉ Q.

73



Định nghĩa 4.1.1 ([44]). Ma trận X ∈ Sn được gọi là ma trận đối xứng nửa xác

định dương, ký hiệu là X ⪰ 0, nếu uTXu ≥ 0, với mọi u ∈ Rn. Ma trận X ∈ Sn

được gọi là ma trận đối xứng xác định dương, ký hiệu là X ≻ 0, nếu uTXu > 0, với

mọi u ∈ Rn\{0}.

Định nghĩa 4.1.2 ([44]). Cho hai ma trận C,X ∈ Sn. Tích vô hướng của C và X,

ký hiệu bởi C •X, được định nghĩa bởi:

C •X := Trace(C ·X) =
∑

cijxij .

Ví dụ 4.1.1. Cho hai ma trận đối xứng

C =


1 2 3

2 9 0

3 0 7

 và X =


x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

 .

Khi đó, ta có:

C •X := x11 + 2x12 + 3x13 + 2x21 + 9x22 + 0x23 + 3x31 + 0x32 + 7x33

= x11 + 4x12 + 6x13 + 9x22 + 7x33.

Bài toán 4.1.1 ([44]). Quy hoạch nửa xác định là một bài toán tối ưu có dạng:

min
X∈Sn

C •X, (4.1)

với các ràng buộc

Ai •X = bi,∀i = 1, . . . ,m; (4.2)

X ⪰ 0; (4.3)

trong đó C,A1, . . . , Am ∈ QSn, b1, . . . , bm ∈ Q.

Ràng buộc (4.2) và (4.3) được gọi là thỏa mãn chặt, nếu tồn tại ma trận đối

xứng X ≻ 0 sao cho

Ai •X = bi,∀i = 1, . . . ,m.

Ví dụ 4.1.2. Với n = 4, m = 3, cho các ma trận đối xứng:

A1 =


0 −1 0 0

−1 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 ;A2 =


0 −1 −1 −1

−1 0 −1 −1

−1 −1 −1 0

−1 −1 0 0

 ;A2 =


−1 0 0 −1

0 0 −1 0

0 −1 0 −1

−1 0 −1 1
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C =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ;X =


x11 x12 x13 x14

x21 x22 x23 x24

x31 x32 x33 x34

x41 x42 x43 x44;

 ; b1 = 1; b2 = 1; b3 = 1.

Quy hoạch nửa xác định được phát biểu dưới dạng:

min(x11 + x22 + x33 + x44),

với các ràng buộc

−2x12 + x22 − 2x34 = 1,

−2x12 − 2x13 − 2x14 − 2x23 − 2x24 − x33 = 1,

−x11 − 2x14 − 2x23 − 2x34 + x44 = 1,

X ⪰ 0.

Bài toán 4.1.2. Đối ngẫu của quy hoạch nửa xác định là bài toán được phát biểu

như sau:

max
y∈Rm

m∑
i=1

biyi, (4.4)

với ràng buộc

A(y) = C −
m∑
i=1

yiAi ⪰ 0. (4.5)

Ràng buộc (4.5) được gọi là thỏa mãn chặt, nếu tồn tại y ∈ Rm sao cho

A(y) = C −
m∑
i=1

yiAi ≻ 0.

Ví dụ 4.1.3. Bài toán đối ngẫu của quy hoạch nửa xác định ở Ví dụ 4.1.2 là:

max (y1 + y2 + y3),

với ràng buộc 
1 + y3 y1 + y2 y2 y2 + y3

y1 + y2 1− y1 y2 − y3 y2

y2 y2 − y3 1 + y2 y1 + y3

y2 + y3 y2 y1 + y3 1− y3

 ⪰ 0.

Điều kiện tối ưu của quy hoạch nửa xác định và đối ngẫu của nó được chỉ ra

trong Định lý sau:

75



Định lý 4.1.1 ([53, Mục 3] hoặc [55, Chương 4]). Giả sử quy hoạch nửa xác định

và đối ngẫu của nó thỏa mãn chặt. Khi đó, tồn tại phương án tối ưu X̂ ∈ Sn và

ŷ ∈ Rm thỏa mãn các điều kiện sau:

Ai • X̂ = bi,∀i = 1, 2, . . . ,m, (4.6)

A(ŷ) · X̂ = 0, (4.7)

A(ŷ) ⪰ 0 và X̂ ⪰ 0. (4.8)

Bây giờ chúng ta giả sử các dữ liệu C,A1, . . . , Am, b là tổng quát trên trường Q.

Trong thực tế, chúng ta có thể chọn các phần tử của các ma trận này là các số

nguyên tùy ý và tính phương án tối ưu X̂ và ŷ từ các dữ liệu đó bằng phương pháp

điểm nội. Nhưng theo phương pháp đại số, chúng ta có thể dựa trên các điều kiện

(4.6), (4.7), (4.8) để xác định các phương án tối ưu X̂ và ŷ. Cụ thể, chúng ta thành

lập một hệ các phương trình đa thức dựa các điều kiện (4.6), (4.7), (4.8) và giải hệ

phương trình này bằng cách sử dụng các tính toán hình thức, kết quả thu được là

các biểu diễn chính xác của các phương án tối ưu X̂ và ŷ. Chúng ta sẽ minh họa

cách tiếp cận này bằng Ví dụ sau đây.

Ví dụ 4.1.4 ([44, Ví dụ 4]). Xét bài toán quy hoạch nửa xác định trong Ví dụ

4.1.3.

max (y1 + y2 + y3),

với ràng buộc 
1 + y3 y1 + y2 y2 y2 + y3

y1 + y2 1− y1 y2 − y3 y2

y2 y2 − y3 1 + y2 y1 + y3

y2 + y3 y2 y1 + y3 1− y3

 ⪰ 0.

Sử dụng phần mềm SeDuMi [50], chúng ta dễ dàng tìm được phương án tối ưu

(ŷ1, ŷ2, ŷ3) = (0.3377 . . . , 0.5724 . . . , 0.3254 . . .).

Điều mà chúng ta quan tâm là hiểu bản chất của ba con số này.

Dựa vào điều kiện (4.6), chúng ta có hệ phương trình đa thức
−2x12 + x22 − 2x34 = 1,

−2x12 − 2x13 − 2x14 − 2x23 − 2x24 − x33 = 1,

−x11 − 2x14 − 2x23 − 2x34 + x44 = 1.

(4.9)
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Dựa vào điều kiện (4.7), chúng ta có 16 phương trình sau

(1 + y3)x11 + (y1 + y2)x21 + y2x31 + (y2 + y3)x41 = 0

(1 + y3)x12 + (y1 + y2)x22 + y2x32 + (y2 + y3)x42 = 0

(1 + y3)x13 + (y1 + y2)x23 + y2x33 + (y2 + y3)x43 = 0

1 + y3)x14 + (y1 + y2)x24 + y2x34 + (y2 + y3)x44 = 0

. . .

(y2 + y3)x14 + y2x24 + y2x34 + (y1 + y3)x44 = 0

(4.10)

Hai hệ phương trình (4.9) và (4.10) tạo thành hệ gồm 19 phương trình đa thức

với 13 biến y1, y2, y3, x11, x12, . . . , x44. Sử dụng các phương pháp tính toán hình thức

(chẳng hạn như, cơ sở Gröbner trong Macaulay 2 trong [23]), chúng ta chỉ rằng

các phương trình này có hữu hạn các nghiệm phức. Số các nghiệm là 26. Thật vậy,

bằng cách khử các biến, chúng ta phát hiện ra rằng mỗi tọa độ yi hoặc xjk thỏa

mãn một phương trình một biến bậc 26. Đặc biệt, đa thức một biến này không bất

khả quy nhưng các nhân tử của chúng lại bất khả quy. Chẳng hạn như, phương án

ŷ1 thỏa mãn đa thức một biến f(y1) có hai nhân tử là đa thức g(y1) bậc 16 và đa

thức h(y1) bậc 10, đó là

f(y1) = g(y1) · h(y1),

trong đó

g(y1) = 403538653715069011y161 − 2480774864948860304y151

+6231483282173647552y141 − 5986611777955575152y131 +

+ . . .+59396088648011456y21−4451473629111296y1+149571632340416

và

h(y1) = 2018y101 − 12156y91 + 17811y81 + . . .+ 1669y1 − 163.

Cả hai đa thức g(y1) và h(y1) đều bất khả quy trên Q(y1).

Thế giá trị tối ưu ŷ1 = 0, 3377 . . . vào g(y1) ta thấy rằng ŷ1 thỏa mãn g(y1) = 0.

Vì vậy, ŷ1 là một số đại số có bậc bằng 16 trên Q. Điều tương tự cũng xảy ra với

các giá trị tối ưu ŷi và x̂jk khác. Chúng ta kết luận rằng bậc đại số trong quy hoạch

nửa xác định này bằng 16. Chú ý rằng ma trận A((̂y) có hạng bằng 3 và ma trận

X̂ có hạng bằng 1.
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Bây giờ chúng ta có thể thay đổi dữ liệu đầu vào và thực hiện phân tích tham

số. Ví dụ, nếu hàm mục tiêu được thay đổi thành y1− y2 thì bậc đại số là 10 và các

hạng của các ma trận tối ưu đều là 2.

Ta thấy, khi cho m = 3, n = 4 theo [44] nếu các dữ liệu C, b, Ai là tổng quát, bậc

đại số của quy hoạch nửa xác định này là 16 khi ma trận tối ưu Ŷ = A(ŷ) có hạng

bằng 3, bậc đại số là 10 khi ma trận tối ưu Ŷ = A(ŷ) có hạng bằng 2 và khi ma

trận tối ưu Ŷ = A(ŷ) có hạng bằng hạng 1 hoặc 4 thì phương án tối ưu không tồn

tại.

Với m,n rất lớn, việc giải các phương trình 4.6 - 4.7 không dễ dàng. Tuy nhiên

chúng ta biết rằng các tọa độ ŷi và x̂jk của phương án tối ưu là các nghiệm của

các đa thức một biến bất khả quy trên Q. Nếu dữ liệu là tổng quát thì bậc của

các đa thức này chỉ phụ thuộc vào hạng r của phương án tối ưu. Bậc này được gọi

là bậc đại số trong quy hoạch nửa xác định (4.1.1) và đối ngẫu của nó, ký hiệu là

δ(m,n, r).

Trong phạm vi của luận án này, ta xem phương án tối ưu của quy hoạch nửa

xác định luôn tồn tại và mục tiêu là xác định công thức tính bậc đại số δ(m,n, r).

Chú ý rằng, bậc đại số δ(m,n, r) trong quy hoạch nửa xác định được định nghĩa

tốt nếu bộ ba số (m,n, r) thỏa mãn bất đẳng thức Pataki sau:

Định lý 4.1.2 ([44, Mệnh đề 5]). (Bất đẳng thức Pataki). Cho r và n− r lần lượt

là hạng của các ma trận tối ưu A(ŷ) và X̂. Khi đó, ta có:(
n− r + 1

2

)
≤ m ≤

(
n+ 1

2

)
−
(
r + 1

2

)
.

4.2 Bậc đại số trong quy hoạch nửa xác định

thông qua bậc của đa tạp đối ngẫu

Nie-Ranestad-Sturmfels trong [44] đã chứng minh bậc đại số δ(m,n, r) trong

quy hoạch nửa xác định bằng bậc của đa tạp đối ngẫu bằng phương pháp của

hình học đại số phức. Trong phần này, chúng tôi sẽ trình bày lại các kết quả của

Nie-Ranestad-Sturmfels mà không chứng minh chi tiết.

Cho U = {C,A1, A2, · · · , Am} là một không gian con tuyến tính sinh bởi hệ m+1

ma trận đối xứng thuộc Sn. Ta kí hiệu Dr
U là đa tạp định thức của các ma trận đối

xứng hạng không lớn hơn r trong không gian xạ ảnh P(U) tương ứng.
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Định lý 4.2.1 ([44, Định lý 13]). Đa tạp đối ngẫu (Dr
U )

∗ là một siêu mặt nếu và

chỉ nếu bất đẳng thức Pataki thỏa mãn và trong trường hợp này bậc đại số trong

quy hoạch nửa xác định bằng bậc của siêu mặt (Dr
U )

∗:

δ(m,n, r) = deg(Dr
U )

∗.

Đặc biệt, nghiên cứu của họ đã đưa ra một số công thức tường minh của bậc đại

số δ(m,n, r) với các giá trị đặc biệt khác nhau của m,n, r.

Mệnh đề 4.2.1 ([44, Mệnh đề 9]). Bậc đại số trong quy hoạch nửa xác định thỏa

mãn quan hệ đối ngẫu

δ(m,n, r) = δ

((
n+ 1

2

)
−m,n, n− r

)
.

Định lý 4.2.2 ([44, Định lý 11]). Với các giá trị m,n, r đặc biệt, bậc đại số δ(m,n, r)

trong quy hoạch nửa xác định được cho bởi các công thức sau:

i. Nếu r = n− 1 thì

δ(m,n, n− 1) = 2m−1
(
n
m

)
.

ii. Nếu r = n− 2 thì

δ(3, n, n− 2) =
(
n+1
3

)
,

δ(4, n, n− 2) = 6
(
n+1
4

)
,

δ(5, n, n− 2) = 27
(
n+1
5

)
+ 3
(
n+1
4

)
.

iii. Nếu r = n− 3 và 6 ≤ m ≤ 9 thì

δ(6, n, n− 3) = 2
(
n+2
6

)
+
(
n+2
5

)
,

δ(7, n, n− 3) = 28
(
n+3
7

)
− 12

(
n+2
6

)
,

δ(8, n, n− 3) = 248
(
n+4
8

)
− 320

(
n+3
7

)
+ 84

(
n+2
6

)
,

δ(9, n, n− 3) = 1794
(
n+5
9

)
− 3778

(
n+4
8

)
++2436

(
n+3
7

)
− 448

(
n+2
6

)
.

4.3 Bậc đại số trong quy hoạch nửa xác định như

số giao trên đa tạp Grassmann

Bằng ngôn ngữ của lý thuyết giao, von Bothmer-Ranestad [11] đã chỉ ra rằng

bậc đại số trong quy hoạch nửa xác định có thể tính như số giao của các lớp đặc
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trưng trên đa tạp Grassmann. Trong phần này, chúng tôi trình bày lại các kết quả

của von Bothmer-Ranestad mà không chứng minh chi tiết.

Với bộ ba số (m,n, r) thỏa mãn bất đẳng thức Pataki (4.1.2), để thuận tiện trong

việc trình bày công thức ta đặt:

u = m−
(
n− r + 1

2

)
và v =

(
n+ 1

2

)
−m−

(
r + 1

2

)
.

Định lý 4.3.1 ([11, Mệnh đề 4.1]). Bậc đại số δ(m,n, r) trong quy hoạch nửa xác

định được xác định bởi công thức sau:

δ(m,n, r) =

∫
G(r,n)

su(Sym
2Q)sv(Sym

2 S∗), (4.11)

trong đó S và Q lần lượt là phân thớ con phổ dụng và phân thớ thương phổ dụng

trên đa tạp Grassmann G(r, n), Sym2Q và Sym2S∗ lần lượt là lũy thừa đối xứng thứ

hai của Q và của đối ngẫu S∗, si(E) là lớp Segre thứ i của phân thớ vectơ E.

Bằng cách sử dụng các kết quả cơ bản của hàm Schur, von Bothmer-Ranestad

trong [11] đã chỉ ra công thức tổng quát cho bậc đại số trong quy hoạch nửa xác

định dưới dạng tổng của các hàm theo các dãy con của tập {1, . . . , n}.
Đặt

ψi = 2i−1, ψi,j =

j−1∑
k=i

(
i+ j − 2

k

)
khi i < j,

ψi1,...,ir =

Pf(ψis,it)1≤s<t≤r nếu r chẵn

Pf(ψis,it)0≤s<t≤r nếu r lẻ

trong đó ψi0,ik = ψik và Pf ký hiệu là Pfaffian của ma trận phản đối xứng.

Định lý 4.3.2 ([11, Định lý 1.1]). Bậc đại số δ(m,n, r) trong quy hoạch nửa xác

định được xác định bởi công thức sau:

δ(m,n, r) =
∑
I

ψIψIc ,

trong đó tổng trên chạy trên khắp các dãy con tăng ngặt I = {i1, . . . , in−r} của

{1, . . . , n} với chiều dài n− r, i1 + . . .+ in−r = m và Ic = {1, . . . , n} \ I.

Ví dụ 4.3.1 ([11, Ví dụ 4.2]). Tính δ(m,n, r) khi n = 5.

I 1 2 3 4 5

ψI 1 2 4 8 16
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I 1, 2 1, 3 1, 4 1, 5 2, 3 2, 4 2, 5 3, 4 3, 5 4, 5

ψI 1 3 7 15 3 10 25 10 35 35

I 1, 2, 3 1, 2, 4 1, 2, 5 1, 3, 4 1, 3, 5 1, 4, 5 2, 3, 4 2, 3, 5 2, 4, 5 3, 4, 5

ψI 1 4 11 6 23 27 4 18 30 20

I 1, 2, 3, 4 1, 2, 3, 5 1, 2, 4, 5 1, 3, 4, 5 2, 3, 4, 5

ψI 1 5 10 10 5

Vì vậy, chúng ta có:

δ(1, 5, 4) = ψ1ψ2,3,4,5 = 5,

δ(2, 5, 4) = ψ2ψ1,3,4,5 = 20,

δ(3, 5, 4) = ψ3ψ1,2,4,5 = 40,

δ(4, 5, 4) = ψ4ψ1,2,3,5 = 40,

δ(5, 5, 4) = ψ5ψ1,2,3,4 = 16,

δ(4, 5, 3) = ψ1,3ψ2,4,5 = 90,

δ(5, 5, 3) = ψ1,4ψ2,3,5 + ψ2,3ψ1,4,5 = 7 · 18 + 2 · 27 = 207,

δ(6, 5, 3) = ψ1,5ψ2,3,4 + ψ2,4ψ1,3,5 = 15 · 4 + 10 · 23 = 290,

δ(7, 5, 3) = ψ2,5ψ1,3,4 + ψ3,4ψ1,2,5 = 25 · 6 + 10 · 11 = 260,

δ(8, 5, 3) = ψ3,5ψ1,2,4 = 140; δ(9, 5, 3) = ψ4,5ψ1,2,3 = 35.

4.4 Bậc đại số trong quy hoạch nửa xác định

Từ kết quả của von Bothmer-Ranestad, bằng cách sử dụng các đồng nhất thức

liên quan đến đa thức đối xứng kép và kỹ thuật địa phương hóa trong lý thuyết

giao đẳng biến, một công thức khác tính bậc đại số trong quy hoạch nửa xác định

được chỉ ra bởi Hiep [32]. Trong phần này, chúng tôi trình bày lại kết quả của Hiep

[32] và chứng minh chi tiết, vì phương pháp chứng minh của kết quả này được áp

dụng ở phần sau.

Với bộ ba số (m,n, r) thỏa mãn bất đẳng thức Pataki (4.1.2), để thuận tiện trong

việc trình bày công thức ta đặt:

u = m−
(
n− r + 1

2

)
và v =

(
n+ 1

2

)
−m−

(
r + 1

2

)
.

Trên vành đa thứcQ[λ1, . . . , λn], với mỗi tập con I chứa r phần tử của tập {1, . . . , n},
chúng ta định nghĩa:
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Av,I = det



e1(ΛI) e2(ΛI) e3(ΛI) . . . ev(ΛI)

1 e1(ΛI) e2(ΛI) . . . ev−1(ΛI)

0 1 e1(ΛI) . . . ev−3(ΛI)
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . e1(ΛI)


v×v

,

trong đó ei(ΛI) là đa thức đối xứng cơ bản thứ i theo
(
r+1
2

)
biến là các phần tử của

tập

ΛI :=
{
λi + λj | i, j ∈ I, i ≤ j

}
,

và

TI =
∏
i∈I

∏
j /∈I

(λj − λi).

Chú ý rằng A0,I = 1 với mọi I.

Định lý 4.4.1 ([32, Định lý 1]). Bậc đại số δ(m,n, r) trong quy hoạch nửa xác định

được xác định bởi công thức sau:

δ(m,n, r) = (−1)v
∑
I

Au,IcAv,I

TI
, (4.12)

trong đó tổng trên chạy trên khắp các dãy con I tăng ngặt chứa r phần tử của

{1, . . . , n}, Ic = {1, . . . , n} \ I.

Chứng minh. Xét tác động của xuyến T = (C∗)n lên Cn được cho bởi công thức

theo các tọa độ

(a1, . . . , an) · (x1, . . . , xn) = (a1x1, . . . , anxn).

Điều này cảm sinh một tác động xuyến T lên đa tạp Grassmann G(r, n) với
(
n
r

)
điểm cố định cô lập LI tương ứng với

(
n
r

)
phẳng tọa độ r−chiều trong Cn.

Áp dụng công thức Atiyah-Bott- Berline-Vergne (1.1) vào công thức tính bậc

đại số (4.11) của von Bothmer-Ranestad, ta có

δ(m,n, r) =
∑
I

sTu (Sym
2Q|LI

)sTv (Sym
2 S∗|LI

)

eLI

,

trong đó tổng trên chạy trên khắp các dãy con I chứa r phần tử của {1, . . . , n}.
Tại mỗi LI , tác động xuyến trên các phân thớ S|LI

và Q|LI
có đặc trưng lần lượt

là ρi với i ∈ I và ρj với j ∈ Ic. Vì phân thớ tiếp xúc trên đa tạp Grassmann đẳng
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cấu với S∗ ⊗Q nên các đặc trưng của tác động xuyến trên không gian tiếp xúc tại

LI là

{ρj − ρi | i ∈ I, j ∈ Ic}.

Lớp T -Euler đẳng biến của phân thớ tiếp xúc tại LI là

eLI
=
∏
i∈I

∏
j /∈I

(λj − λi) = TI .

Vì các đặc trưng của tác động xuyến trên S∗|LI
là −ρi với i ∈ I nên tác động xuyến

trên Sym2S∗|LI
có các đặc trưng là{

−(ρi + ρj) | 1 ≤ i ≤ j ≤ r
}
.

Vì vậy cTi (Sym
2 S∗|LI

) là đa thức đối xứng cơ bản theo
(
r+1
2

)
biến, với biến là các

phần tử của tập {
−(λi + λj) | 1 ≤ i ≤ j ≤ r

}
.

Nghĩa là, cTi (Sym
2 S∗|LI

) = (−1)iei(ΛI) với mọi i. Vì vậy

sTv (Sym
2 S∗|LI

) = det



cT1 (Sym
2 S∗|LI

) cT2 (Sym
2 S∗|LI

) . . . cTv (Sym
2 S∗|LI

)

1 cT1 (Sym
2 S∗|LI

) . . . cv−1
T (Sym2 S∗|LI

)

0 1 . . . cv−2
T (Sym2 S∗|LI

)
...

...
. . .

...

0 0 . . . cT1 (Sym
2 S∗|LI

)


v×v

= (−1)vdet



e1(ΛI) e2(ΛI) . . . ev(ΛI)

1 e1(ΛI) . . . ev−1(ΛI)

0 1 . . . ev−2(ΛI)
...

...
. . .

...

0 0 . . . e1(ΛI)


v×v

= (−1)vAv,I .

Tương tự, vì các đặc trưng của tác động xuyến trên Q|LI
là ρi với mọi i ∈ Ic nên

tác động xuyến trên Sym2Q|LI
có các đặc trưng là{

(ρi + ρj) | 1 ≤ i ≤ j ≤ r
}
.

Vì vậy, cTi (Sym
2Q|LI

) là đa thức đối xứng cơ bản theo
(
n−r+1

2

)
biến, với các biến

là các phần tử của tập

ΛIc :=
{
λi + λj | i, j ∈ Ic, i ≤ j

}
.
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Nghĩa là, cTi (Sym
2 S∗|LI

) = ei(ΛIc) với mọi i. Vì vậy

sTv (Sym
2 S∗|LI

) = det



cT1 (Sym
2Q|LI

) cT2 (Sym
2Q|LI

) . . . cTu (Sym
2Q|LI

)

1 cT1 (Sym
2Q|LI

) . . . cu−1
T Sym2Q|LI

)

0 1 . . . cu−2
T (Sym2Q|LI

)
...

...
. . .

...

0 0 . . . cT1 (Sym
2Q|LI

)


u×u

= det



e1(ΛIc) e2(ΛIc) . . . eu(ΛIc)

1 e1(ΛIc) . . . eu−1(ΛIc)

0 1 . . . eu−2(ΛIc)
...

...
. . .

...

0 0 . . . e1(ΛIc)


u×u

= Au,Ic .

Như vậy ta có được kết quả mong đợi.

Vế phải của công thức (4.12) là một hàm phân thức đối xứng và nó là một hàm

hằng, hơn nữa nó là một số nguyên.

4.5 Đồng nhất thức liên quan đến đa thức đối

xứng kép

Trong phần này, chúng tôi đề cặp đến một đồng nhất thức liên quan đến đa thức

đối xứng kép được chỉ ra bởi Hiep [33], vì sự cần thiết của kết quả này trong chứng

minh ở phần sau.

Để thuận tiện cho phần trình bày công thức, ta sẽ sử dụng ký hiệu [n] thay cho

tập {1, . . . , n}. Với mỗi tập con I = {i1, . . . , ir} ⊂ [n] thì đặt λI = (λi1 , . . . , λir) và

Ic = [n]\I.

Định lý 4.5.1 ([33, Định lý 1.2]). Cho

P (x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r) ∈ Q[x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r]

là một đa thức đối xứng kép có bậc không lớn hơn r(n− r). Khi đó∑
I⊂[n],#I=r

P (λI , λIc)∏
i∈I,j∈Ic(λi − λj)

=
d(r, n)

r!(n− r)!
,
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trong đó d(r, n) là hệ số của đơn thức xn−1
1 · · ·xn−1

r yn−1
1 · · · yn−1

n−r trong khai triển của

đa thức

P (x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r)
∏
j ̸=i

(xi − xj)
∏
j ̸=i

(yi − yj)

n−k∏
i=1

r∏
j=1

(yi − xj).

Trong [33], kết quả của Định lý 4.5.1 được trình bày nhưng phần chứng minh đã

bị bỏ qua vì tác giả cho rằng chứng minh của định lý này sẽ được thực hiện tương

tự như cách chứng minh của Định lý 2.3.1. Ở đây, chúng tôi chứng minh Định lý

này bằng cách sử dụng một lập luận hiệu quả được lấy cảm hứng từ kết quả của

Don Zagier trong [25, Mệnh đề A.1] hoặc [35, Bổ đề 2].

Để chứng minh Định lý 4.5.1, đầu tiên ta chứng minh Bổ đề sau.

Bổ đề 4.5.1. Cho Q1(x), . . . , Qn(x) lần lượt là các đa thức có bậc tương ứng là

d1 + 1, . . . , dn + 1 với hệ số cao nhất bằng 1 và có các nghiệm phân biệt. Lấy

F (x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r) ∈ Q[x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r] là một đa thức theo n biến

với bậc không lớn hơn d1 + · · ·+ dn. Khi đó, biểu thức∑
Q1(α1)=···=Qn(αn)=0

F (α1, . . . , αn)

Q′
1(α1) · · ·Q′

n(αn)
(4.13)

là độc lập với các đa thức Qi và bằng với hệ số của đơn thức xd11 · · ·xdrr y
dr+1

1 · · · ydnn−r

trong F (x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r).

Chứng minh. Do tính chất tuyến tính, chúng ta chỉ cần xét đơn thức

F (x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r) = xa1

1 · · ·xar
r y

ar+1

1 · · · yan
n−r,

trong đó a1 + · · ·+ an ≤ d1 + · · ·+ dn. Biểu thức (4.13) được phân tích như sau( ∑
Q1(α1)=0

αa1

1

Q′
1(α1)

)
· · ·
( ∑

Qn(αn)=0

αan
n

Q′
n(αn)

)
.

Với mọi i ∈ [n], giả sử rằng γi0, γi1, . . . , γidi là di + 1 nghiệm phân biệt của Qi(x),

khi đó ∑
Qi(αi)=0

αai

i

Q′
i(αi)

=

di∑
j=0

γai

ij∏
k ̸=j(γij − γik)

.

Áp dụng công thức nội suy Lagrange cho xai tại γi0, γi1, . . . , γidi, ta có

xai =

di∑
j=0

γai

ij

∏
k ̸=j(x− γik)∏

k ̸=j(γij − γik)
.
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Từ đó suy ra

di∑
j=0

γai

ij∏
k ̸=j(γij − γik)

= hệ số của xdi =

0 if 0 ≤ ai < di,

1 if ai = di.

Vì vậy, nếu ai = di với mọi i thì biểu thức trên sẽ bằng 1, trong các trường hợp còn

lại thì biểu thức trên bằng 0. Như vậy Bổ đề đã được chứng minh.

Chú ý 4.5.1. Như đã trình bày ở Mục 2.3, chúng tôi sẽ cung cấp thêm một chứng

minh khác cho Định lý 2.3.1 bằng cách sử dụng kết quả của Bổ đề 4.5.1, cụ thể

như sau:

Áp dụng Bổ đề 4.5.1 cho các đa thức sau đây

F (x1, . . . , xk) = P (x1, . . . , xk)
∏
i ̸=j

(xi − xj),

Q1(x) = · · · = Qk(x) = Q(x) =

n∏
i=1

(x− λi).

Thật vậy, ta có λ1, . . . , λn là n nghiệm phân biệt của Q(x) và đạo hàm

Q′(x) =

n∑
i=1

∏
j ̸=i

(x− λj).

Suy ra

Q′(λi) =
∏
j ̸=i

(λi − λj).

Với mỗi tập I = {i1, . . . , ik}, ta có F (λI) = 0 nếu có is = it với s ̸= t. Vì F là đa

thức đối xứng, nên biểu thức (4.13) trở thành

k!
∑

I⊂[n],|I|=k

F (λI)∏
i∈I,j ̸=i

(λi − λj)
. (4.14)

Với mỗi I ⊂ [n], ta có

F (λI) = P (λI)
∏

i,j∈I,j ̸=i

(λi − λj),

và ∏
i∈I,j ̸=i

(λi − λj) =
∏

i∈I,j∈Ic
(λi − λj)

∏
i,j∈I,j ̸=i

(λi − λj).
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Do vậy, biểu thức (4.14) trở thành

k!
∑

I⊂[n],|I|=k

P (λI)∏
i∈I,j∈Ic

(λi − λj)
. (4.15)

Bổ đề 4.5.1 chỉ ra rằng biểu thức (4.15) chính là hệ số của đơn thức xn−1
1 · · ·xn−1

k

trong đa thức

P (x1, . . . , xk)
∏
i ̸=j

(xi − xj).

Chứng minh Định lý 4.5.1. Áp dụng Bổ đề 4.5.1 cho các đa thức sau

F (x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r) = P (x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r)
∏
j ̸=i

(xi−xj)
∏
j ̸=i

(yi−yj)
n−r∏
i=1

r∏
j=1

(yi−xj)

và

Q1(x) = · · · = Qn(x) = Q(x) =

n∏
i=1

(x− λi).

Theo giả thiết, F (x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r) là một đa thức có bậc không lớn hơn

n(n − 1) và Q(x) là một đơn thức bậc n với n nghiệm phân biệt λ1 . . . , λn. Trong

trường hợp này, biểu thức (4.13) có thể rút gọn như sau

r!(n− r)!
∑

I⊂[n],#I=r

F (λI , λIc)∏n
i=1Q

′(λi).
(4.16)

Với mọi I ⊂ [n],#I = r, chúng ta có

F (λI , λIc) = P (λI , λIc)
∏

i,j∈I,j ̸=i

(λi − λj)
∏

i,j∈Ic,j ̸=i

(λi − λj)
∏

i∈Ic,j∈I
(λi − λj)

= P (λI , λIc)
∏

i,j∈I,j ̸=i

(λi − λj)
∏

i∈Ic,j ̸=i

(λi − λj).

và
n∏

i=1

Q′(λi) =
∏
j ̸=i

(λi − λj)

=
∏

i∈I,j ̸=i

(λi − λj)
∏

i∈Ic,j ̸=i

(λi − λj)

=
∏

i∈I,j∈Ic
(λi − λj)

∏
i,j∈I,j ̸=i

(λi − λj)
∏

i∈Ic,j ̸=i

(λi − λj).

Khi đó biểu thức (4.16) có thể viết như sau

r!(n− r)!
∑

I⊂[n],#I=r

P (λI , λIc)∏
i∈I,j∈Ic(λi − λj)

.

Như vậy ta có điều phải chứng minh.

87



4.6 Một đặc trưng mới cho bậc đại số trong quy

hoạch nửa xác định

Bắt đầu từ mối liên hệ của bậc đại số trong quy hoạch nửa xác định với số giao

của các lớp đặc trưng trên đa tạp Grassmann đưa ra bởi von Bothmer-Ranestad

[11]. Sử dụng kết quả về bậc đại số được chỉ ra bởi Hiep trong [32] cùng với kết quả

của đồng nhất thức liên quan đến đa thức đối xứng kép [33], chúng tôi đưa ra một

đặc trưng tổ hợp cho bậc đại số trong quy hoạch nửa dưới dạng hệ số của một đơn

thức đặc biệt trong khai triển của một đa thức đối xứng kép.

Với bộ ba số (m,n, r) thỏa mãn bất đẳng thức Pataki (4.1.2), để thuận tiện trong

việc trình bày công thức ta đặt:

u = m−
(
n− r + 1

2

)
và v =

(
n+ 1

2

)
−m−

(
r + 1

2

)
.

Trên vành đa thức Q[x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r] với n biến. Chúng ta xét các tập

sau:

X :=
{
xi + xj | 1 ≤ i ≤ j ≤ r

}
, (4.17)

và

Y :=
{
yi + yj | 1 ≤ i ≤ j ≤ n− r

}
, (4.18)

Rõ ràng rằng, lực lượng của tập X và Y lần lượt là
(
r+1
2

)
và
(
n−r+1

2

)
.

Định lý 4.6.1. Bậc đại số δ(m,n, r) trong quy hoạch nửa xác định được cho bởi

công thức sau:

δ(m,n, r) = (−1)v
c(m,n, r)

r!(n− r)!
, (4.19)

trong đó c(m,n, r) là hệ số của đơn thức xn−1
1 · · ·xn−1

r yn−1
1 · · · yn−1

n−r trong khai triển

của đa thức

hv(X )hu(Y)
∏
j ̸=i

(xi − xj)
∏
j ̸=i

(yi − yj)

n−r∏
i=1

r∏
j=1

(yi − xj),

ở đây hu(X ) là đa thức đối xứng thuần nhất đầy đủ thứ u theo
(
r+1
2

)
biến với các

biến là các phần tử của tập X và hv(Y) là đa thức đối xứng thuần nhất đầy đủ thứ

v theo
(
n−r+1

2

)
biến với các biến là các phần tử của tập Y .

Chứng minh. Áp dụng công thức Atiyah-Bott- Berline-Vergne (1.1) vào công thức

tính bậc đại số (4.11) của von Bothmer-Ranestad. Hiep [32, Định lý 1] đã chỉ ra
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rằng

δ(m,n, r) = (−1)v
∑

I⊂[n],#I=r

Av,IAu,Ic

TI
, (4.20)

trong đó

TI = (−1)r(n−r)
∏

i∈I,j∈Ic
(xi − xj),

Av,I = det



e1(ΛI) e2(ΛI) e3(ΛI) . . . ev(ΛI)

1 e1(ΛI) e2(ΛI) . . . ev−1(ΛI)

0 1 e1(ΛI) . . . ev−3(ΛI)
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . e1(ΛI)


v×v

,

Au,Ic = det



e1(ΛIc) e2(ΛIc) e3(ΛIc) . . . eu(ΛIc)

1 e1(ΛIc) e2(ΛIc) . . . eu−1(ΛIc)

0 1 e1(ΛIc) . . . eu−3(ΛIc)
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . e1(ΛIc)


u×u

,

với ei(ΛI) là đa thức đối xứng cơ bản thứ i với các biến là các phần tử của tập

ΛI = {λi + λj | i, j ∈ I, i ≤ j},

và ei(ΛIc) là đa thức đối xứng cơ bản thứ i với các biến là các phần tử của tập

ΛIc = {λi + λj | i, j ∈ Ic, i ≤ j}.

Theo đồng nhất thức của Jacobi–Trudi (1.4.2), chúng ta có

hv(ΛI) = Av,I và hu(ΛIc) = Au,Ic .

Vì vậy, theo công thức (4.20), chúng thu được kết quả

δ(m,n, r) = (−1)v
∑

I⊂[n],#I=r

hv(ΛI)hu(Λ
c
I)∏

i∈I,j∈Ic(λi − λj)
.

Áp dụng Định lý 4.5.1, chúng ta thu được kết quả mong đợi.

Ví dụ 4.6.1. Tính bậc đại số δ(m,n, r) với n = 3,m = 2, r = 2.

Ta có

h1(X ) = (2x1) + (x1 + x2) + 2x2 = 3(x1 + x2) và h1(Y) = 2y1.
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Đa thức

h1(X )h1(Y)
∏
j ̸=i

(xi − xj)
∏
j ̸=i

(yi − yj)

n−r∏
i=1

r∏
j=1

(yi − xj)

= 3(x1 + x2)2y1(x1 − x2)(x2 − x1)(y1 − x1)(y1 − x2)

= −6(x31 − x21x2 − x1x
2
2 + x32)(y

3
1 − y21x2 − x1y

2
1 + x1x2y1).

Sau khi khai triển đa thức trên ta thu được hệ số của đơn thức x21x
2
2y

2
1bằng -12.

Do đó

δ(2, 3, 2) = (−1)1
c(2, 3, 2)

2!1!
= 6.

Chú ý rằng, kết quả của Định lý 4.6.1 cung cấp một phương pháp tổ hợp để tính

các bậc đại số trong quy hoạch nửa xác định.

4.7 Một số kết quả của đa thức đối xứng

Đầu tiên, chúng tôi chứng minh hai bổ đề dưới đây vì chúng rất cần thiết trong

chứng minh các kết quả của các phần sau.

Để thuận tiện trong việc trình bày công thức, chúng ta sử dụng các ký hiệu sau:

Ký hiệu [n] thay cho tập {1, . . . , n} và ký hiệu [[n]] thay cho tập {0, 1, . . . , n}.
Ký hiệu Sr là nhóm đối xứng của tập [r], mỗi phần tử σ ∈ Sr là một hoán vị của

tập [r]. Hàm dấu của một hoán vị σ ∈ Sr được định nghĩa bởi

sgn(σ) =

1, σ là chẵn,

−1, σ là lẻ .

Khi cho λ = (λ1, . . . , λr) là phân hoạch của số nguyên dương d có chiều dài r thì

ta sẽ viết λ = (kαk , . . . , 2α2 , 1α1), với αi là số lần i xuất hiện trong phân hoạch. Chú

ý rằng
∑k

i=1 iαi = d.

Bổ đề 4.7.1. Cho λ là một phân hoạch với độ dài l(λ) ≤ r. Cho n là một số nguyên

dương sao cho n > r. Khi đó, hệ số của đơn thức xn−1
1 · · · xn−1

r trong đa thức

sλ(x1, . . . , xr)
∏
j ̸=i

(xi − xj) (4.21)

bằng r! nếu λ = ((n− r)r) và bằng 0 nếu λ ̸= ((n− r)r).
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Chứng minh. Đầu tiên chúng ta chứng minh nếu λ ̸= ((n − r)r) thì đa thức (4.21)

không có đơn thức xn−1
1 · · ·xn−1

r trong khai triển của nó.

Thật vây, ta có:

sλ(x1, . . . , xr)
∏
j ̸=i

(xi − xj) = (−1)
r(r+1)

2 aλ+δr(x1, . . . , xr)aδr(x1, . . . , xr)

= (−1)
r(r+1)

2 det(x
λj+r−j
i )r×r det(x

r−j
i )r×r

= (−1)
r(r+1)

2

∑
σ∈Sr

sgn(σ)xσ(λ+δr)

∑
θ∈Sr

sgn(θ)xθ(δr)


= (−1)

r(r+1)
2

 ∑
σ,θ∈Sr

sgn(σ)sgn(θ)xσ(λ+δr)+θ(δr)

 .

Giả sử rằng xn−1
1 · · ·xn−1

r là một số hạng của đa thức (4.21), khi đó tồn tại một

phân hoạch λ = (λ1, . . . , λr) sao cho σ(λ+δr)+θ(δr) = ((n−1)r) với σ, θ ∈ Sr nào đó.

Vì δr = (r− 1, r− 2, . . . , 1, 0) nên σ(λ+ δr) là một hoán vị của tập {n− r, . . . , n− 1}.
Vì vậy, số hạng lớn nhất (tương ứng nhỏ nhất) trong σ(λ+ δr) phải là n− 1 (tương

ứng n − r). Do đó, λ1 = n − r và λr = n − r. Vì vậy, λ = ((n − r)r), điều này mâu

thuẫn.

Bây giờ, chúng ta giả sử rằng λ = ((n− r)r). Rõ ràng

s((n−r)r)(x1, . . . , xr)
∏
j ̸=i

(xi − xj) = en−r
r (x1, . . . , xr)

∏
j ̸=i

(xi − xj)

=

r∏
i=1

xn−r
i

∏
j ̸=i

(xi − xj).

Điều này cho thấy hệ số của đơn thức xn−1
1 · · ·xn−1

r trong đa thức (4.21) tương

ứng với λ = ((n − r)r) là hệ số của đơn thức xr−1
1 · · ·xr−1

r trong
∏

j ̸=i(xi − xj).

Hơn nữa, trong [56] đã chỉ ra rằng r! là hệ số của đơn thức xr−1
1 · · ·xr−1

r trong∏
j ̸=i(xi − xj).

Xét ma trận tam giác Pascal vô hạn

P =



1 0 0 0 0 . . .

1 1 0 0 0 . . .

1 2 1 0 0 . . .

1 3 3 1 0 . . .

1 4 6 4 1 . . .
...

...
...

...
...

. . .


,
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trong đó Pij =
(
i
j

)
.

Với mỗi cặp của các tập con hữu hạn I, J ⊂ N, ký hiệu MIJ là ma trận con của

ma trận P với các hàng lấy chỉ số trong I và các cột lấy chỉ số trong J .

Với mỗi tập con hữu hạn I = {i1, . . . , ir} ⊂ N, ký hiệu

ψI =
∑

J⊂N,#J=r

det(MI,J), (4.22)

và

λ(I) = (ir − (r − 1), ir−1 − (r − 2), . . . , i1). (4.23)

Bổ đề sau là hệ quả của Bổ đề A.15 trong [39].

Bổ đề 4.7.2. Cho X là một tập được xác định như trong (4.17) và d một số nguyên

dương. Khi đó, ta có

hd(X ) =
∑

I⊂N,#I=r,|λ(I)|=d

ψIsλ(I)(x1, . . . , xr). (4.24)

Ví dụ 4.7.1. Với d = 2 và r = 2, ta có:

h2(2x1, x1 + x2, 2x2) = 7x21 + 10x1x2 + 7x22

= 7s(2) + 3s(12).

Bổ đề 4.7.3 (Đồng nhất thức hockey-sick). Với n, r ∈ N, n ≤ n, ta có:

n∑
i=r

(
i

r

)
=

(
n+ 1

r + 1

)
.

Chứng minh. Bổ đề dễ dàng được chứng minh bằng phương pháp quy nạp.

Sử dụng Bổ đề 4.7.1, Bổ đề 4.7.2 và Bổ đề 4.7.3, chúng ta chứng minh hai mệnh

đề dưới đây vì sự cần thiết của chúng cho các chứng minh ở phần sau.

Mệnh đề 4.7.1. Cho X là tập được xác định như trong (4.17). Khi đó, hệ số của

đơn thức xr1 · · ·xrr khai triển của trong khai triển của đa thức

ek(x1, . . . , xr)hr−k(X )
∏
j ̸=i

(xi − xj) (4.25)

là
(
r+1
k+1

)
r!.
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Chứng minh. Đặt x = (x1, . . . , xr). Khi đó, ta có

ek(x)hr−k(X ) = ek(x)
∑

I⊂N,#I=r,|λ(I)|=r−k

ψIsλ(I)(x)

=
∑

I⊂N,#I=r,|λ(I)|=r−k

ψI

(
sλ(I)(x)ek(x)

)
công thức Pieri

=
∑

I⊂N,#I=r,|λ(I)|=r−k

ψI

(∑
γ

sγ(x)

)
.

Hơn nữa, theo Bổ đề 4.7.1, chúng ta có hệ số của đơn thức xr1 · · · xrr trong đa thức

(4.25) phải là ψIr! với I = [[r]] \ {k} = {0, 1, . . . , k − 1, k + 1, . . . , r− 1, r}. Chúng ta

cần chứng minh

ψI =

(
r + 1

k + 1

)
.

Rõ ràng, trong biểu diễn (4.22), I thu được bằng cách thay đổi các phần tử từ tập

[[r]], khi đó tập J là tập con của [[r]] làm det(MI,J) ̸= 0, ngược lại det(MI,J) = 0.

Đặc biệt, chúng ta có I = [[r]] \ {k} và
nếu J ⊆ [[r]], thì det(MI,J) = 0,

nếu J = [[r]] \ {a} với a < k thì det(MI,J) = 0,

nếu J = [[r]] \ {b} với b ≥ k thì det(MI,J) =
(
b
k

)
.

Như vậy

ψI =
∑

J⊂N,#J=r

det(MI,J) =

r∑
b=k

(
b

k

)
=

(
r + 1

k + 1

)
.

Đẳng thức cuối cùng được suy ra vì đồng nhất thức hockey-stick.

Mệnh đề 4.7.2. Cho X là tập hợp được xác định như trong (4.17). Khi đó, hệ số

của đơn thức xr+1
1 · · ·xr+1

r trong khai triển của đa thức

ek(x1, . . . , xr)h2r−k(X )
∏
j ̸=i

(xi − xj) (4.26)

là (k + 1)
(
r+3
k+3

)
r!.
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Chứng minh. Đặt x = (x1, . . . , xr). Ta có

ek(x)h2r−k(X ) = ek(x)
∑

I⊂N,#I=r,|λ(I)|=2r−k

ψIsλ(I)(x)

=
∑

I⊂N,#I=r,|λ(I)|=2r−k

ψI

(
sλ(I)(x)ek(x)

)
công thức Pieri

=
∑

I⊂N,#I=r,|λ(I)|=2r−k

ψI

(∑
γ

sγ(x)

)
.

Theo Bổ đề 4.7.1, hệ số của đơn thức xr+1
1 · · ·xr+1

r trong khai triển của đa thức

(4.26) phải là ψIr! với λ(I) = (2r−k, 1k), nghĩa là

I = (1, . . . , k, k + 2, . . . , r + 1).

Với mọi J = [[r + 1]] \ {i, j} với 0 ≤ i < j ≤ r + 1, ta có

det(MI,J) =

(
j

k + 1

)
−
(

i

k + 1

)
.

Vì vậy

ψI =
∑

J⊂N,#I=r

det(MI,J)

=
∑

0≤i<j≤r+1

((
j

k + 1

)
−
(

i

k + 1

))

=

r+1∑
j=1

j−1∑
i=0

((
j

k + 1

)
−
(

i

k + 1

))

= (k + 1)

r+1∑
j=1

(
j + 1

k + 2

)
= (k + 1)

(
r + 3

k + 3

)
.

Đẳng thức cuối cũng được suy ra vì đồng nhất thức hockey-stick.

4.8 Một số ví dụ và áp dụng

Áp dụng Định lý 4.6.1, Mệnh đề 4.7.1 và Mệnh đề 4.7.2, chúng tôi sẽ chứng minh

những kết quả được dự đoán bởi Nie, Ranestad và Sturmfels [44].
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Mệnh đề 4.8.1. Bậc đại số δ(m,n, r) trong quy hoạch nửa xác định thỏa mãn quan

hệ đối ngẫu

δ(m,n, r) = δ

((
n+ 1

2

)
−m,n, n− r

)
. (4.27)

Chứng minh. Theo Định lý 4.6.1, chúng ta có

δ

(
(n+ 1)n

2
−m,n, n− r

)
= (−1)v

c
((

n+1
2

)
−m,n, n− r

)
r!(n− r)!

,

trong đó c
((

n+1
2

)
−m,n, n− r

)
là hệ số của đơn thức xn−1

1 · · ·xn−1
n−ry

n−1
1 · · · yn−1

r

trong khai triển của đa thức

hv(X )hu(Y)

r∏
j ̸=i

(xi − xj)

n−r∏
j ̸=i

(yi − yj)

r∏
i=1

n−r∏
j=1

(yi − xj).

Chú ý rằng
r∏

i=1

n−r∏
j=1

(xi − yj) = (−1)r(n−r)
r∏

i=1

n−r∏
j=1

(yj − xi),

và

u+ v = r(n− r).

Vì vậy, chúng ta có

c

((
n+ 1

2

)
−m,n, n− r

)
= (−1)v+uc(m,n, r).

Như vậy, mệnh đề đã được chứng minh.

Mệnh đề 4.8.2. Khi r = n− 1, ta có:

δ(m,n, n− 1) = 2m−1

(
n

m

)
.

Chứng minh. Theo Định lý 4.6.1, ta có

δ(m,n, n− 1) = (−1)m−1 c(m,n, n− 1)

(n− 1)!
,

trong đó c(m,n, n− 1) là hệ số của đơn thức xn−1
1 · · ·xn−1

n−1y
n−1
1 trong khai triển của
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đa thức

hn−m(X )hm−1(2y1)

n−1∏
j ̸=i

(xi − xj)

n−1∏
i=1

(y1 − xi) =

= hn−m(X )(2y1)
m−1

n−1∏
j ̸=i

(xi − xj)

n−1∑
k=0

(−1)kek(x1, . . . , xn−1)y
n−1−k
1


= (−1)m−12m−1em−1(x1, . . . , xn−1)hn−m(X )

n−1∏
j ̸=i

(xi − xj)y
n−1
1 + các số hạng

không chứa yn−1
1

= (−1)m−12m−1

(
n

m

)
(n− 1)!xn−1

1 · · ·xn−1
n−1y

n−1
1 + các số hạng khác.

Đẳng thức cuối cùng thu được từ Mệnh đề 4.7.1 với k = m− 1.

Mệnh đề 4.8.3. Khi m = 3 và r = n− 2, ta có:

δ(3, n, n− 2) =

(
n+ 1

3

)
.

Chứng minh. Theo Định lý 4.6.1, ta có

δ(3, n, n− 2) =
c(3, n, n− 2)

(n− 2)!2!
,

trong đó c(3, n, n − 2) là hệ số của đơn thức xn−1
1 · · ·xn−1

n−2y
n−1
1 yn−1

2 trong đa thức

sau

h2n−4(X )
∏
j ̸=i

(xi − xj)(2y1y2 − y21 − y22)

n−2∏
i=1

(y1 − xi)

n−2∏
i=1

(y2 − xi)

= 2h2n−4(X )
∏
j ̸=i

(xi − xj)y
n−1
1 yn−1

2 + các số hạng khác không chứa yn−1
1 yn−1

2 .

= 2

(
n+ 1

3

)
(n− 2)!xn−1

1 · · ·xn−1
n−1y

n−1
1 yn−1

2 + các số hạng khác.

Đẳng thức cuối cùng thu được từ Mệnh đề 4.7.2 với k = 0.

Mệnh đề 4.8.4. Khi m = 4 và r = n− 2, ta có:

δ(4, n, n− 2) = 6

(
n+ 1

4

)
.

Chứng minh. Theo Định lý 4.6.1, ta có

δ(4, n, n− 2) = −c(4, n, n− 2)

(n− 2)!2!
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trong đó c(4, n, n − 2) là hệ số của đơn thức xn−1
1 · · ·xn−1

n−2y
n−1
1 yn−1

2 trong đa thức

sau

h2n−5(X )h1(Y)
∏
j ̸=i

(xi − xj)(2y1y2 − y21 − y22)

n−2∏
i=1

(y1 − xi)

n−2∏
i=1

(y2 − xi)

= h2n−5(X )h1(Y)
∏
j ̸=i

(xi − xj)(2y1y2 − y21 − y22)

n−2∏
i=1

(y1 − xi)

n−2∏
i=1

(y2 − xi)

= −6e1(x)h2n−5(X )
∏
j ̸=i

(xi − xj)y
n−1
1 yn−1

2 + các số hạng không chứa yn−1
1 yn−1

2 .

= −12

(
n+ 1

4

)
(n− 2)!xn−1

1 · · ·xn−1
n−1y

n−1
1 yn−1

2 + các số hạng khác.

Đẳng thức cuối cùng thu được từ Mệnh đề 4.7.2 với k = 1.
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Kết luận

Luận án đã đạt được các kết quả sau đây:

1. Sử dụng những kết quả về đặc trưng số giao của các lớp đặc trưng trên đa tạp

Grassmann, chúng tôi đưa ra một đặc trưng tổ hợp cho bậc của đa tạp Fano

của các không gian con tuyến tính trên một giao đầy đủ trong không gian xạ

ảnh phức dưới dạng hệ số của một đơn thức đặc biệt trong khai triển của một

đa thức đối xứng (xem Định lý 2.5.3). Kết quả này cung cấp một phương pháp

tiếp cận tổ hợp cho bậc của đa tạp Fano. Đặc biệt, trong trường hợp chiều của

đa tạp Fano bằng 1, chúng tôi đã chỉ ra công thức liên hệ giữa giống và bậc

cho đường cong Fano (xem Định lý 2.6.1).

2. Sử dụng các kỹ thuật tính toán của lý thuyết giao trên không gian xạ ảnh,

chúng tôi tính đặc trưng Chern của phân thớ Tango trên không gian xạ ảnh và

lớp Todd của phân thớ tiếp xúc trên không gian xạ ảnh (xem Mệnh đề 3.3.2

và Mệnh đề 3.4.1). Từ đó, chúng tôi chỉ ra một công thức tính đặc trưng Euler

của phân thớ Tango trên không gian xạ ảnh n - chiều (xem Định lý 3.5.2). Kết

quả đạt được là cơ sở để tiếp tục nghiên cứu đặc trưng Euler của phân thớ

Tango trên đa tạp Grassmann.

3. Sử dụng những kết quả về số giao của các lớp đặc trưng trên đa tạp Grassmann,

chúng tôi đã đưa ra một đặc trưng tổ hợp cho bậc đại số trong quy hoạch nửa

xác định. Đặc trưng này cho phép biểu diễn bậc đại số trong quy hoạch nửa

xác định thông qua hệ số của một đơn thức đặc biệt trong khai triển của một

đa thức đối xứng kép (xem Định lý 4.6.1). Sử dụng đặc trưng này, chúng tôi

chứng minh lại các kết quả của Nie, Ranestad và Sturmfels theo một cách đơn

giản hơn (xem các Mệnh đề 4.8.1, 4.8.2, 4.8.3, 4.8.4). Hơn nữa, chúng tôi cũng

chỉ ra các kết quả thú vị liên quan đến các đa thức Schur, đa thức đối xứng sơ

cấp và đa thức đối xứng thuần nhất đầy đủ (xem Mệnh đề 4.7.1 và Mệnh đề

4.7.2). Những kết quả này đóng góp thêm nhiều điều thú vị liên quan đến các

lớp đa thức đối xứng cơ bản. Bên cạnh đó, chúng tôi cũng cung cấp thêm một

cách chứng minh độc lập cho Định lý 4.5.1 trong [33] từ cảm hứng của Don

Zagier trong [25, Mệnh đề A.1].
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Một số hướng nghiên cứu tiếp theo

Trên cơ sở kết quả đã đạt được của đề tài, chúng tôi đề xuất các hướng nghiên

cứu tiếp theo trong thời gian tới bao gồm:

• Nghiên cứu bất biến Gromov–Witten với bậc cao hơn cho đa tạp Grassmann

kiểu Lagrange.

• Nghiên cứu phiên bản K-lý thuyết của hệ số Littlewood–Richardson.

• Mô tả một thuật toán để tính toán đặc trưng Euler của các phân thớ Tango

trên đa tạp Grassmann.
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